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Introduction générale

Dans les problemes traités dans le cadre de la mécanique statique des solides et des
structures, on suppose que le chargement imposé (déplacement, efforts, température,
...) passe progressivement de sa valeur initiale a sa valeur finale faisant ainsi passer le
milieu sollicité d’une configuration initiale a sa configuration finale. Les parametres
a calculer (contraintes, déformations, déplacements, réactions, ...) sont relatifs a 1’état
final fixe et par conséquent ne dépendent pas du temps.

Dans le cadre de la dynamique au contraire les chargements imposés, ainsi que les
propriétés géométriques et matériaux, peuvent varier dans le temps. De plus, méme
dans la configuration initiale le milieu peut €tre caractérisé par des fonctions du temps.
Les parametres a calculer sont donc également des fonctions du temps, et de nou-
velles grandeurs apparaissent pour caractériser le mouvement, c’est-a-dire la variation
de configuration dans le temps. Ce sont les parametres cinématiques tels que les vi-

tesses, les accélérations, les fréquences, ... qui n’existent pas dans le cas de la statique.

Ce document est le support du cours consacré a la dynamique des corps rigides et
des corps déformables. Ce cours se décompose en 4 grandes parties complétées par des
annexes consacrées aux rappels sur la mécanique générale, la transformée de Laplace,

et le calcul des variations.

Dans la partie 1, apres une introduction de la dynamique des corps, I’exemple le
plus simple de systéme mécanique sera étudié. A travers cet oscillateur élémentaire,
les grands types de réponse dynamiques seront mis en €vidence. Le comportement
de cette structure discrete a un degrés de liberté (ddl) sera étendu dans la partie 3
aux systemes a n ddl en utilisant les résultats et méthodes introduits dans la partie
2 consacrée a la Dynamique analytique des systemes discrets. Finalement, le cas des
solides déformables sera traité dans la partie 4, en utilisant les résultats établis pour

les corps indéformables, complétés par les notions connues de mécanique des milieux
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continus. La fin de cette partie sera consacrée a I’Approximation des systemes continus

par des méthodes cinématiques.



Visualisation du premier mode propre de vibration d’un modéle de Rafale A. Logiciel
ELFINI de Dassault Aviation

(@) (b)

(d)

Propagation d’une onde de compression dans une barre suite a un choc a son

extrémité libre (a et b) et réflexion de cette onde (c et d). Logiciel Abaqus.
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Premiere partie

Connaissances de base : Rappels et
oscillateur élémentaire






Le Chapitre 1 présente de facon générale le champ d’application de la dynamique.
Dans le Chapitre 2, une approche “intuitive” permet de rappeler dans un cadre tres
simple les notions déja connues telles que les systemes fermés, les oscillations propres,
le principe fondamental de la dynamique, les calculs énergétiques, les réponses forcées.
Dans ce cadre I’oscillateur élémentaire est introduit, et le phénomene de résonance est
abordé.

Le Chapitre 3 permet de poser plus rigoureusement 1I’étude des oscillations libres
et forcées de 1’ oscillateur €lémentaire. La démarche plus systématique adoptée (trans-
formée de Laplace, fonction de transfert), sera reprise dans les parties suivantes de
ce cours ou les systemes plus réalistes seront étudiés avec ces mémes méthodes et
raisonnements.
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Introduction a la dynamique des

structures

Sommaire
1.1 Objectif et champ d’application ... ... ............ 5
1.2 Sources d’excitation, réponse des structures . . . . . .. .. ... 6
1.2.1 Sources d’excitation . . . ... ... ... ... ... ... 6
1.2.2  Réponse des structures . . . . . . . . ... 7

Dans ce chapitre, la problématique du comportement dynamique des solides et
structures est présentée. A travers 1’exemple de I’ oscillateur élémentaire, on peut illus-
trer les grands types de réponses (sur-amorti, critique, sous-amorti) dynamiques d’un

systeme soumis a des excitations variées (impulsionnelle, régime forcé).

1.1 Objectif et champ d’application

Comme nous ’avons vu dans I'introduction générale, I’étude dynamique d’une
structure a pour but essentiel de caractériser les déplacements, les déformations et
les contraintes qui régnent au sein de cette structure et qui résultent d’un chargement
(thermo-)mécanique quelconque.

En effet, dans de nombreux secteurs industriels, il est primordial de déterminer,
pour le dimensionnement et la conception, les niveaux d’efforts que les structures
peuvent soutenir, mais également les proprié€tés amortissantes qu’elles peuvent développer.
C’est le cas dans les secteurs du transport :

— aéronautique ~~ confort acoustique, vibrations aérodynamiques, vibrations pro-

pulseurs, ...

— ferroviaire ~~» confort acoustique, chocs de roulement, ...
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6 Introduction a la dynamique des structures

— automobile ~~ confort habitacle, fréquences propres boites de vitesse, crash
(=dynamique rapide), ...

et dans le secteur du génie civil (séismes, explosions, propagations dynamiques

d’ondes, ...)

On distingue deux grands types d’approche des problemes de dynamique, selon

que le chargement est connu ou non :

— chargement connu ~» approche déterministe : explosions, efforts connus im-
pulsionnels ou périodiques, ...

— chargement aléatoire ~» approche non déterministe - statistique : choc d’un
oiseau en vol pour un avion, impacts de roulement pour les trains, collision de
véhicules, séismes, ...

Dans le cadre de ce cours, nous nous restreindrons a la dynamique déterministe. De
facon générale, on utilisera une approche en déplacements, c’est-a-dire ou les déplacements
sont les inconnues du probleme, par exemple les calculs de modes propres. Les déformations
et, via la loi de comportement du milieu les contraintes, sont déduites de ces déplacements

par simples dérivations en espace.

1.2 Sources d’excitation, réponse des structures

1.2.1 Sources d’excitation

On distingue deux grandes classes de chargements, ils sont périodiques ou bien
non périodiques. Le schéma ci-dessous (figure 1.1.1) représente les divers cas de char-

gements possibles.

Forces excitatrices

/\

déterministes aléatoires
peériodiques non periodiques stationnaires non stationnaires

forces bréves
non limitées en durée

harmonique
non harmonique

FIGURE 1.1.1 — Différents types de chargements possibles

Si un chargement périodique, agissant pendant un temps suffisamment long (par
opposition a impulsionnel), ne contient qu’une fréquence (sinusoide), il est dit har-
monique. On verra que tout chargement périodique se décompose en la somme de
chargements harmoniques.

Pour les chargement non-périodiques, on peut distinguer 2 types : tres brefs - de

type impulsionnel- et long. La notion de durée étant relative, elle est a comparer aux
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périodes caractéristiques (propres) de la structure.

1.2.2 Réponse des structures

Dans leur majorité, les structures répondent de maniere linéaire a une sollicitation
extérieure (figure 1.1.2) : A X chargement = A X réponse. On est alors dans le cadre dit
des petites perturbations (HPP), ce qui permet, par exemple, de linéariser les équations
caractérisant 1’équilibre.

De plus, au niveau des matériaux constitutifs, on se restreindra a des compor-
tements linéaires, de type loi de Hooke, les contraintes s’exprimant linéairement en
fonction des déformations, et inversement. Il faut rappeler que cette linéarité peu s’ac-
commoder de dissipation d’énergie, ce qui donne lieu notamment aux phénomenes
d’amortissement.

Notre cadre d’étude se limitera donc aux mouvements vibratoires de faibles ampli-
tudes. Ceci entre naturellement dans le cadre HPP, et les matériaux constitutifs étant
linéaires €lastiques, la réponse intrinseque (propre) de la structure restera indépendante

du chargement qui s’exerce sur elle.

F
A
y
4
! \H non-lmearlte“_
i Omax T —————————Tee £
SR g ok
A s ~ -Fx sl ’
— ~o o e \S H
e c s
,% x =
~ ‘ - (l, E, S, IZ) / %Vﬂ[b\’

FIGURE 1.1.2 — Exemple de réponse non-linéaire géométrique : flambage
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Exemples introductifs - Rappels
Généraux

Sommaire

2.1 Systeme mécanique fermé - Application a un systéme masse-
ressortalddl .......... ... .00, 9
2.1.1 Miseenéquationdusysteme . . . . .. ... ... ..... 10
2.1.2 Réponsedusysttme . . . ... ... ... ... 13

2.2 Systeme mécanique forcé et phénomene de résonance - Applica-
tion a un systéeme masse-ressortamorti . . .. ... ....... 13
22,1 Miseenéquation . . . . . . .. ... 13
222 Réponsedusysttme . . . ... .. ... 15
2.2.3 Interprétation physique de larésonance . .. ... ... .. 16

2.1 Systeme mécanique fermé - Application a un systeme

masse-ressort a 1 ddl

De fagon générale, un systeme fermé, i.e. sans dissipation et sans sollicitation
extérieure, ne peut étre le siege que d’oscillations libres, appelées également oscil-
lations propres.

— si le mouvement est périodique, il existe autant de fréquences propres que de

ddl;
— il peut étre nécessaire de linéariser I’équation différentielle pour la résoudre
(voir par exemple le cas du pendule double traité ultérieurement dans ce cours)

D’un point de vue énergétique, dans un systeme fermé, il y a transfert d’énergie

potentielle en énergie cinétique et inversement. Cette notion est fondamentale en

mécanique vibratoire.
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Repos Equilibre Mouvement Systéme isolé
[ i
lo
l
v F. X
| T
G
. u(t)]
X * |
v
PX

FIGURE 1.2.1 — Systéme masse-ressort.

Bien évidemment, dans la réalité les systeémes ne sont pas parfaits, il sont donc le
siege de dissipations d’énergie. L’évolution du systeme est alors représentée par une
courbe déplacement/temps dont I’amplitude diminue, car I’amortissement dissipe les

énergies cinétique et potentielle emmagasinées dans le systeme a I’instant initial 7y .

2.1.1 Mise en équation du systeme

Afin d’illustrer les oscillations libres d’un systeme quelconque, on considere dans
cette introduction le cas trivial du comportement dynamique d’une masse suspendue
a un ressort (figure 1.2.1). On suppose que dans ce systeme les efforts s’appliquent
au centre de gravité G de la masse, et que seul le mouvement dans la direction X est

possible.

Principe fondamental de la dynamique

En appliquant le Principe fondamental de la dynamique (PFD) a la masse qu’on
isole (figure 1.2.1), on obtient le bilan des efforts appliqués au centre de gravité G (voir
Annexes -paragraphe A-1.4) :

E, —k(l—lp+u) ¥
P mg X (1.2.1)
mys(t) = mix

ou /o est la longueur initiale du ressort (position initiale de G), / 1a longueur a I’équilibre

statique, et u(r) mesure I’écart de position par rapport cet équilibre. k est la raideur du
2

ressort, m est la masse et Y5 (1) = d ;;gt)

écrire le PFD qui va traduire I’équilibre des efforts intérieurs et extérieurs du systeme

est I’accélération subie par G. On peut alors

lorsqu’il est en mouvement (1.2.2a). Il existe par ailleurs une relation complémentaire

caractérisant I’équilibre statique (1.2.2b) : a I’état initial du systeme lorsque la masse
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est ajoutée au ressort (voir figure 1.2.1), on suppose les conditions homogenes pour
t=to, (u(t =t9) =0,u(t =1t9) =0):

—k(l—Ily+u)+mg = mii (1.2.2a)

—k(I—lp)+mg = 0 (1.2.2b)

L’équilibre statique étant réalisé, 1’équilibre dynamique du systeme masse-ressort
est caractérisé par 1’écart a cet équilibre pour tout instant ¢ ultérieur a 7y grace a une

équation unique qui traduit directement le PFD :
mii+ku =0 (1.2.3)

Remarque sur le PFD

Voir détails Annexes - Paragraphe 1.4

En se plagant dans un repére galliléen (Rp), en tous points d’un solide (S) on a
I’égalité entre le torseur des actions extérieures {7, 5} et le torseur des quantités
d’accélérations galliléennes ou absolues {D¢} (1.2.4-a). Si de plus, I’équilibre est
considéré en un point fixe par rapport au repére du mouvement (Ry) et le contenu
du systeme (5) est invariable, le torseur des actions dynamiques { D¢} est directement
égal a la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique (1.2.4-b, voir également
Annexes - eq.A-1.16). On a alors 2 équations vectorielles (1.2.4-a) appelées Théoreme
de la quantité de mouvement pour les résultantes et Théoréme du moment cinétique
pour les moments.

Principe Fondamental de la Dynamique

{tew—stas/xy) = {D5}as/a) (1.2.4a)

- %{CS}(A,S/RO) siAestfixedans®y (1.2.4b)

Il faut noter que si le repere (Ry) du mouvement n’est pas galliléen, alors le torseur
des forces extérieures doit étre complété par les effort d’origine inertielle (voir Annexes
- eq.A-1.18). Dans ce cas plus général, ces équations (1.2.4) sont quelquefois appelées

équations universelles de 1’équilibre et du mouvement .



12 Exemples introductifs - Rappels Généraux

La réponse vibratoire du systéme masse-ressort est la solution u(r) de 1I’équation

différentielle (1.2.3), soit en prenant u(t =t9) =0 et u(t =t9) = g :

u(t) = @sinmpt
©p

©, = @/2:2@‘

— g la vitesse initiale at =0

(1.2.5)

avece

— ), la pulsation propre du systeme

— et f sa fréquence propre

Méthode énergétique

D’un point de vu énergétique, le théoreme de I’énergie cinétique traduit, pour un
systeme fermé, la conservation lorsque le systeme est sollicité (voir Annexe 1 - eq.A-
1.21). En appliquant a la masse m entre 2 états = 0 et ¢, ou de maniere équivalente
entre ug = 0 et u(¢) quelconque les abscisses correspondantes !, les mémes équations

d’équilibre sont formulées :
0 Wint +0 Wewr = 8T (1.2.6)

ol S’Wim et 3‘Wex, sont respectivement le travail effectué, entre les instants correspon-
dants a u(r = 0) = ug et u(t), par les efforts a I'intérieur et a I’extérieur du systeme
considéré. 83T est la variation entre les abscisses ug et u(t) de I’énergie cinétique du
systeme. Dans notre cas, S‘Wim = 0 car la masse m est indéformable, d’ou le théoréeme

de I’énergie cinétique (1.2.6) pour notre systeme masse-ressort s’écrit :

u u
/mgdu + / _k(l N lO + M)du = "L;(JSSE - szgsse
0 0 | !
[mg—k(l—lo)]u—ki(uz) = Em(bﬂ_ug) (1.2.7)
—P pesanteur — Lressort = 8l('){ TMasse par définition.

cette relation étant vérifiée a tout instant, pour des conditions initiales homogenes la

relation qui en découle est que %(1.2.7) est identiquement nulle :
mii +ku=20 (1.2.8)
La relation T(S/R) + P(S/R) = C*¢ est fondamentale et elle est vérifiée dans

tout systeme conservatif. Elle se généralise et se nomme alors Principe de Hamilton,
c’est un des principes de base de la mécanique vibratoire que nous aborderons dans la

seconde partie de ce cours.

1 ' i(r)
- ~did -
1. Rappel / Sfvdt = / f d—b;dt = / fdi lorsque les efforts ne dépendent pas des abscisses, c’est-
=0

1= =0 i
a-dire pour les problemes linéaires géométriquement.
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2.1.2 Réponse du systeme

Dans notre systeme, 1’évolution dans le temps de la position u(t) est une sinusoide
(figure 1.2.2). En pratique il existe toujours un amortissement interne ou externe qui
conduit a une diminution de I’amplitude initiale uo au cours du temps. La période
T <%)devient alors une pseudo-période T' qui peut étre déterminée en fonction de

I’amortissement. L’ amplitude de la réponse varie également et décroit dans le temps.

—— non amorti

— — amorti

FIGURE 1.2.2 — Réponse en fonction du temps : systeme amorti et non amorti.

2.2 Systeme mécanique forcé et phénomene de résonance

- Application a un systeme masse-ressort amorti

Un systéeme soumis a une excitation extérieure est le siege d’oscillations forcées,
ou entretenues. Lorsque le systeme est faiblement amorti, et que la fréquence d’exci-
tation est €gale ou voisine d’une des fréquences propres du systeme, I’amplitude de la
réponse vibratoire tend vers I’infini. On dit que le systéme est en résonance, cet état
peut conduire a une dégradation rapide des propriétés du systeme pouvant aller jusqu’a

la ruine.

2.2.1 Mise en équation

Le systeme étudié est supposé soumis a une force d’excitation harmonique si-
nusoidale d’amplitude constante Fy cos ¢ et amorti par un frottement de type visqueux
faisant intervenir une force d’amortissement F,, proportionnelle au coefficient d’amor-
tissement c¢ (figure 1.2.3). Ce systeme est appelé oscillateur élémentaire et sera utilisé
dans la suite de cette premiere partie pour illustrer les grandes classes de comportement
des systemes quelconques.

Par rapport au systeme masse-ressort précédent (figure 1.2.1) régit par I’équation (1.2.3),

les termes supplémentaires (1.2.9) provenant des efforts d’excitation (1.2.9-a) et d’amor-
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IV

=]

u(t)

Y

G
I
mg X l

F(t) X

FIGURE 1.2.3 — Systeme oscillateur élémentaire dissipatif : masse - amortisseur - res-

sort.

tissement (1.2.9-b) :

F = FycosotX (1.2.9a)
F, = —cuX (frottementdetype visqueux) (1.2.9b)
conduisent a I’équation d’équilibre suivante :
(1.2.10)

mii + cu + ku = Fycos ot

La réponse vibratoire, solution de (1.2.10) est la somme de deux réponses : u(t) =

ui(t) +ua(t) avec :
— u(¢) la solution générale de 1’équation (1.2.10) sans second membre, solution

transitoire
— up(t) la solution de 1’équation particuliere, solution permanente de la forme :

up(t) = asinot +bcosr avec aetb constantes (1.2.11)

ou, pour faire apparaitre le déphasage :

up(t) = Beos (ot — @) (1.2.12)

amplitude

k 2
( ( ® )2) 42 w?
—(—) | +=5
o, o2
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o
2e—
O p
— tanp=———— déphasage
0
®p
— __ ¢ tissement réduit
e — = amor
2V km zm(l)p

On peut noter que 1’amplitude B de la réponse du systeme dépend de I’amplitude
Fp de la sollicitation, de sa pulsation ®, ainsi que de la pulsation propre du systeme
®,. Il apparait donc clairement que selon ces 3 parametres, la réponse du systeme va
différer.

2.2.2 Réponse du systeme

L’amplitude et le déphasage peuvent étre représentés en fonction du rapport de la

)
pulsation d’excitation et de la pulsation propre du systeme . (figure 1.2.4).
p

FIGURE 1.2.4 — Evolution de (a) I’amplitude et (b) du déphasage, en fonction du rap-
port pulsation de I’excitation sur pulsation propre du systeme.

On distingue sur ces 2 courbes 3 régimes, selon que la fréquence d’excitation est
inférieure, voisine, ou supérieure a la fréquence propre :
— A basse fréquence d’excitation, le systeme répond avec une amplitude voisine

de I’amplitude statique : le systeme répond par son élasticité (%}k — 1)

— Ala fréquence de résonance (fréquence propre), I’amplitude ne dépend que
de I’amortissement
— A fréquence d’excitation élevée, le systtme répond avec une amplitude qui

ne dépend pratiquement que de la masse : le systtme répond par son inertie

_B_

Fo/k—>Osic—>O).
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Remarque

— Quand I’amortissement est nul, nous avons :
mii + ku = Fycos ot (1.2.13)

qui a pour solution :

Fo
up(t) = ——— cos ot (1.2.14)
0;— 0

et de maniere évidente va tendre vers ’infini lorsque la sollicitation sera syn-
chrone avec la pulsation propre du systeme ®, (figure 1.2.4-a). On observe par
ailleurs que dans cette configuration le déphasage (figure 1.2.4-b) est indéfini
lorsque I’amortissement est nul.

— Par contre, quand 1’amortissement n’est pas nul, le terme B ne tend plus vers
I'infini lorsque ® = ®,. Ainsi I’amplitude varie et le déphasage est identique et
égal a T pour tout amortissement (figure 1.2.4-b). Ceci conduit a une solution
en décalage de phase dont I’amplitude est fonction des parametres du systeme
et de I’amplitude d’excitation, et qui sera d’autant plus élevée que 1’amortisse-
ment sera faible (figure 1.2.4-a) :

F 1

up(t) = 25 sinor (1.2.15)

2.2.3 Interprétation physique de la résonance

L’amplitude va tendre vers I’infini lorsque la structure non amortie entrera en

résonance. Calculons 1’énergie fournie au cours d’un cycle par la force excitatrice.

T
T Weo = /F(t) ut) dt (1.2.16)
0
avec I’expression F () de I’effort d’excitation connu, et ’expression du déplacement
réécrite en posant A = 1 — (‘;’—; :
P

F o
g’WFo = (Fycosmr) (—O— cos (ot) dt

k VA

F? o
0 cos® ot dt (1.2.17)

k

5

S — T T

——————
terme strictement positif

Donc le travail g Wro fournit sur un cycle est positif : on fournit de I’énergie

au systeme lorsque ® = ®,. Lorsque I’amortissement € est faible, cette €nergie est
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tres peu dissipée, elle est donc stockée sous forme d’énergie élastique dans les corps
déformables (ici le ressort). Cela explique que 1I’amplitude du mouvement ne cesse
d’augmenter et que I’on peut arriver a la rupture de la structure. En effet, I’énergie
élastique emmagasinable dans un corps de type poutre dont la ligne moyenne est sui-
vant €jest, par unité de volume, limitée et s’écrit (¢f cours MMC 1A et/ou cours Axe
Meécanique 2A) :

dW o} |

dv 2E11 2G13

ou Ep; et Gi3 sont les modules d’Young et de cisaillement, et 611 et Ty3 sont les

(1.2.18)

contraintes normales et de cisaillement. Il est donc fondamental de connaitre les pul-
sations propres d’un systeme mécanique. La caractérisation des propriétés vibratoires
des systeme rigides et déformables est I’'un des buts recherchés dans ce cours.



18

Exemples introductifs - Rappels Généraux




-3

Interprétation mathématique du

comportement physique de
I’oscillateur élémentaire

Sommaire

3.1 Principeded’Alembert . .............. . .00 19

3.2 Loscillateur élémentaire de la dynamique et sa fonction de trans-
3 20
32.1 Equationsdumouvement. . . . ... ............ 20
3.2.2 Fonction de transfert et réponse impulsionnelle . . . . . . . 20

3.3 Réponse générale de l’oscillateur . . . . . ... ... ....... 23
3.3.1 Etude desrégimes libres . . . . . . . ... ... ... ... 23
3.3.2 Exemples de régimes forcés . . . .. ... ... ... ... 24

3.1 Principe de d’Alembert

Il s’agit en fait d’une autre présentation du PF D sous la forme des équations de la
statique pour les systeme a masse constante dans le temps. Les forces d’inertie (voir
Annexe 1 - Paragraphe A-1.4) sont alors intégrées dans les efforts extérieurs sous la
forme d’efforts qui s’opposent a I’accélération du solide (§) considéré. Finalement, en

utilisant les notations de 1’Annexes - Chapitre 1 I’équilibre des torseurs, et par suite le

19
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principe de d’ Alembert, s’écrivent :
{tewsstcs/g)— {mUGES/Ry)}t = 0

¢ (1.3.1)

{te—stgs/myt  ATienie}s/m)y = 0

3.2 DL’oscillateur élémentaire de la dynamique et sa fonc-

tion de transfert

3.2.1 Equations du mouvement

Cet oscillateur a été défini précédemment, sur la figure (1.2.3). On rappelle que
le systeme étudié est unidimensionnel, constitué d’une masse m d’abscisse courante
ii(x,1) soumise une force d’excitation f(r). Des efforts s’opposent au mouvement de

la masse, ils sont :
d?ii(x)

— ﬁ(t) =—me— g force d’inertie dépendant de la masse et de I’accélération
— dﬁ(X) .. . <15 . .

— fp(t)=—c 7 : force dissipative due a I’amortissement visqueux ¢

— fr(t) = —kii(x) : force d’origine statique de rappel du ressort de raideur k

Finalement le bilan des forces s’exercant sur la masse isolée fournit 1’équilibre

dynamique en projection sur 1’axe X :
mii+ci+ku = f(t) (1.3.2)

On introduit, comme précédemment en début de cet ouvrage, les grandeurs adimen-

sionnelles suivantes :

2 __ . 4 ;
— W, = —r le carré de la pulsation propre
c , ) L
— &€ = —— : ’amortissement réduit
2mo,

ce qui conduit a la nouvelle forme de I’équilibre, appelée forme canonique :

(1) + 26w, i(1) + ©2ult) = n% ) (13.3)

3.2.2 Fonction de transfert et réponse impulsionnelle
Fonction de transfert

Partant de la forme canonique (1.3.2), on peut déterminer la réponse du systeme.
Un moyen adapté a ce type de résolution passe par I'utilisation de transformées de
Laplace (voir Annexes - Chapitre 2). On peut ainsi ramener une équation différentielle

d’inconnue 7, a une équation algébrique dans 1’espace des transformées d’inconnue s.
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La résolution de cette équation algébrique permet, en revenant dans 1’espace de départ,
d’exprimer la solution de I’équation différentielle. La plupart des fonctions habituelles

P(s)

ont une transformée de type m, ou P(s) et O(s) sont des polyndmes (voir tables
s
Annexes - Chapitre 2).
La transformée de Laplace de 1’équation d’équilibre (1.3.2) fait intervenir les trans-

formées suivantes :
U(s) = L(u(r)) F(s)=L(f(1)) (1.3.4)

de qui donne I’équation algébrique suivante dans I’espace des transformées, en fonc-

tion de la variable s :
m(s*U (s) —sU(0) —tig) + c(sU(s) — ug) + kU = F(5)
) (1.3.5)
U(s)(ms* + cs +k) = uo(ms -+ c) + miig + F (s)

puis en revenant dans 1’espace temporel initial, et en utilisant les conditions initiales
u(t=0)=upetu(t=0)=ump:

F(s) uo(ms + ¢) + miig

U —
(S) ms? +cs+k ms? +cs+k

(1.3.6)

Les grandeurs suivantes sont remarquables :

Z(s) = ms*+cs+k  : impédance opérationnelle du systtme  (1.3.7a)

1 1

H = =
(s) Z(s) ms2+ces+k

: fonction de transfert du systeme (1.3.7b)

— TIllustration : Conditions initiales homogenes
up =u(t=0) =0, up = u(t =0) =0, on a donc uniquement la premiere partie
F(s)
) _F(s)H
ms2+cs+k (s)H(s)
Cas particulier : F(s) =1=-U(s) = H(s). Ce cas correspond a f(r) = 8(¢) car

L(3(¢)) = 1. Donc H(s), fonction de transfert du systéme, apparait comme la

de la solution générale (1.3.6) qui subsiste : U(s) =

transformée de Laplace de la réponse de [’oscillateur a une excitation impul-
sionnelle.

La fonction temporelle correspondante est notée G(t), c’est la fonction de Green
de I’oscillateur. D’ou la position courante du systéme, u(t), est donnée par :

u(t)=G(t)x f(t) = /OZG(t —1)f(t)dt = /0[ G(t)f(t—1)dr (1.3.8)

On retrouve ici la définition de 1’intégrale de convolution ou intégrale de Du-
hamel, telle que présentée dans Annexes - Chapitre 2.
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Les différents types de réponses impulsionnelles

Reprenons la fonction de transfert (1.3.7b), qui peut s’exprimer en utilisant les

grandeurs adimensinonnées introduites précédemment dans (1.3.3) :

1 1

H(s)=—
(s) m s+ 2ewps + @2

(1.3.9)

Suivant les valeurs de I’amortissement critique €, 3 types de réponse sont ob-
servées :

a/ amortissement sur-critique : € > 1

Les racines du dénominateur de 1’expression (1.3.9) ci-dessus sont les sui-
vantes :

22808+ 0 o 112 = —wp (e Ve~ 1) (1.3.10)
La table des transformées (Annexes - Chapitre 2) permet d’obtenir G(t), la

fonction de Green du systeéme :

1 1 1 1
H(s) = E(s—rl)(s—rz) — Gl1) = mry—r

(en' —e™) (1.3.11)

Finalement, en introduisant les racines ry et r, la réponse du systeme (1.3.10)

est:
1
G(t) = _Qe—soapz sinh (Qr) avec Q = W) /e2 1

m

b/ amortissement critique : € = 1

1 1 1 1
H(s)=— = — 1.3.12
&)= +20,s+0F  m(s+wp)? ( )

t
G(t) = —e @'
(="

c/ amortissement sous-critique : € < 1

1 Q
H(s)= 1.3.13
(S) mo (s+£mp)2+9127 ( )
d’ou:
o —Emy!
G(t) = R sin (Qt) avec Q = @,/ 1 — €2 (1.3.14)
m

Dans ce cas, la réponse est périodique d’amplitude décroissant exponentielle-
ment (figure 1.3.1), de pseudo-période T’ fonction de 1’amortissement d’apres
la définition de Q (1.3.14).
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u(t)A

A S

FIGURE 1.3.1 — Réponse de I’oscillateur élémentaire en fonction de I’amortissement

3.3 Réponse générale de I’oscillateur

Pour la transformée de Laplace de la réponse u(z), on a trouvé la forme donnée en
(1.3.6) :
F(s) uo(ms + ¢) + miig

Uls) =
(S) ms? +cs+k ms? +cs+k

— si f(t) =0, le régime est libre, et le mouvement est complétement défini a partir
des conditions initiales uq et g

— si les conditions initiales sont homogenes (corps initialement au repos), le mou-
vement est complétement défini par f(r)

— dans le cas général, on a superposition des 2

3.3.1 Etude des régimes libres

Par rapport a la réponse impulsionnelle étudiée ci-dessus, les oscillations libres
dépendent des conditions initiales en déplacement et en vitesse : u(t = 0) = up et
u(t = 0) = up (figurel.3.2)

a/ amortissement sur-critique : € > 1

On pose Q = ,v'e? — 1. La recherche de I’original de la transformée de La-
place rappelée dans (1.3.6) conduit a :

eWpup + Uo

u(t) =e ! (uo cosh (Qr) + sinh (Qt)) (1.3.15)

b/ amortissement critique : € = 1

Dans ce cas : u(t) = ugp + (0puq + tig)re ="

c/ amortissement sous-critique : € < 1

On obtient pour la réponse une forme assez similaire au cas de 1’amortisse-

ment sur-critique, les racines étant imaginaires, les fonctions hyperboliques
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u(t) .

uo

°
uo

FIGURE 1.3.2 — Dépendance de la réponse de I’oscillateur élémentaire vis-a-vis des

conditions initiales uq et 1

sont remplacées par des fonctions trigonométriques :

€Wpup + Uo
Q

ce qui peut également se mettre sous une forme similaire a (1.2.12), faisant

u(t) =e = (uo cos (Qr) + sin(Qt)) (1.3.16)

intervenir I’amplitude de la réponse B et le déphasage ¢ :

u(t) = Be %' cos (Qt — @) (1.3.17)

avece ©

— Q=v1-¢2

N
€W, U + Uy
— B= 2 7

€Wpug + U
Qo)
La réponse est periodique (figure 1.3.3). La pseudo-période T’ est fonction de

— tan@ =

I’amortissement et est reliée a la période propre T du méme systeme :

T 2
s7=" (13.18)

V1 iy Wy

T =

3.3.2 Exemples de régimes forcés
Excitation breve sous forme de créneau

On considere une excitation de type créneau définie a partir de la fonction échelon
- Heaviside, notée E(¢). L’amortissement considéré est sous-critique et les conditions
initiales sont homogenes :

— [()=F(E()—E(—a))

— Q=w,V/1-¢2
d’apres la table des transformées de Laplace (Annexes - Tableau A-2.1) L(f(t)) =
fo [1—e~%]. u(r) étant la réponse temporelle, cherchons sa transformée U (s). En
utilisant la fonction de transfert de I’oscillateur élémentaire définie en (1.3.7b), on
obtient directement la transformée U (s) de la réponse temporelle :

F 1 1

- m(s+ewmy)?+Q2s

U(s) =H(s).F(s) (1—-e™®) (1.3.19)
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u(i‘)A
B I~

Uuo

B

FIGURE 1.3.3 — Réponse en régime libre sous-critique de I’ oscillateur élémentaire

aprés décomposition en éléments simples de ces fractions, il vient :

Us) 1l s+Em, O Q
)= ——=|—— —
mo? s (s+em,)?+Q2 Q (s+em,)>+Q?

} (1—e™*) (1.3.20)

d’ou I’on tire la réponse temporelle u(z) :
u(t) = fo [1 —e ot <cos(Qt) + &% sin(Qt))]
k Q
—%E(t —a) [1- el (cos (@01 — ) + ¥ sin (01— ) |
(1.3.21)
Cette réponse est représentée sur la figure (1.3.4) ou ’on remarque clairement
qu’au front montant de la sollicitation créneau correspond un réponse amortie telle
qu’on I’a vue précédemment. Elle est suivie, au front descendant de la sollicitation,
d’une autre réponse sous-amortie du méme type mais d’amplitude moyenne nulle.
Si le systeme est conservatif, la dissipation € est nulle. La réponse temporelle est
purement periodique, de periode fixe 7' la periode propre du systeme (figure 1.3.5 :
Fo

u(t) = m [(1—cos(wpt)) —E(t—a)+ (1 —cos(w,(t—a)))]

F
sit<a: ?0 (1—cos (wyt)) (13.22)
. F. . /roa\ . o
Sit > : ?28111 (%) sin ((op (t— 5))

Excitation harmonique permanente

La sollicitation periodique suivante de pulsation ® et d’amplitude Fj constante est

choisie : f(t) = Fycosmt. La transformée de cette sollicitation est immédiate :

Lf(1) = 28
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FIGURE 1.3.4 —Réponse a une sollicitation de type échelon de I’ oscillateur élémentaire
sous-amorti.

u(t)‘

FIGURE 1.3.5 —Réponse a une sollicitation de type échelon de I’oscillateur élémentaire

non-amorti

Comme dans le cas de la sollicitation échelon ci-dessus, en utilisant I’impédance de
I’oscillateur élémentaire définie en (1.3.7b), on va rechercher la transformée de la

réponse :
Fy 1 s
m (s+ewp)?+ Q2 s + w?

U(s)=H(s).F(s) = (1.3.23)

que I’on décompose en €léments simples pour pouvoir rechercher la transformée in-

VErse :
Uls) = R [ 1 Q N 1 (@7 — 0%)s + 28w, 0
m | (07 —0?)Q (s+ew,)?+ Q% (0 —0?)? +-4e’wi0? 52+ w?
R [ 1 .
1) = — |—5—5=€ ' sin(
u(t) m ((0%,—0)2)9 sin (Qr)+

1 .
(@2 —0?)2 + 4620307 ((C‘% — %) cos (o) + 2e0,0sin (o))

(1.3.24)

|
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Cette solution est la somme de 2 termes :

— le premier : en produit avec €~ ¥®r¢, le terme que 1’on retrouve dans la réponse
impulsionnelle de 1’oscillateur élémentaire sous-amorti (1.3.14). Il s’agit de la
réponse transitoire, qui prévaut aux temps courts et tend ensuite vers zé€ro ;

— le second : il correspond a la solution permanente, valable en régime établi
dont la période est celle de la sollicitation.

Etudions plus précisément la solution permanente :

F 1

u(t) = = (@2 — @?)cos (or) + 2em,msin (or))  (1.3.25)
m (07 —0?)? +4ews0” 7

qui peut encore se mettre sous la forme periodique déphasée, similaire a la forme

(1.2.12), en introduisant 3 le rapport des pulsations propre et d’excitation, et le déphasage

Q:

0 = fl ! cos (@t — @)
u = —— -
m @ /(1= B2 + 467 i
2¢ef
avecfp=—, tan@ =
p 1-p2

(1.3.26)

1
ult) = “Lu(B)cos (o1~ g(B)) avecu(B) = ((1 - B2+ 4ep?) 2
On voit apparaitre les dépendances de u et du déphasage @ vis a vis du rapport 3 de la
fréquence propre et de la fréquence d’excitation. On a donc :
— une réponse permanente déphasée de @ par rapport a I’excitation
— la réponse statique (sollicitation du ressort seul) est amplifiée par le facteur
u(B) appelé coefficient d’amplification dynamique
— lorsque ® = W, V1 —2¢€2, appelée pulsation de résonance, le coefficient d’am-
plification devient maximum :

1
u(B) = i

0), cette amplitude tend vers I’infini (voir figure 1.2.4). On observe alors le

Il est donc clair que si le systeme est conservatif (€ =

phénomene de résonance décrit au paragraphe 2.2.2 et dont les conséquences

peuvent étre irréversibles quant a I’intégrité du systeme (voir paragraphe 2.2.3).
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L’utilisation du Principe des travaux Virtuels (PPV /PTV) répond a une nécessité
de caractériser I’équilibre mécanique d’une structure en manipulant des quantités sca-
laires (travail/énergie) plutdt que des quantités vectorielles et tensorielles. Cette for-
mulation intégrale s’accommode de plus tres bien avec les formulations variationnelles
(voir Annexes - Chapitre 3), outils privilégiés dans la recherche d’extrema de fonction-
nelles (fonctions de fonctions), et constituent également la base de la formulation des
méthodes numériques devenues usuelles aujourd’hui.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons au PTV dans le cas des systemes discrets,
i.e. ensembles de points matériels associés a des masses ponctuelles indéformables. On
rappelle que le PT'V se substitue au PPV dans le cadre des systemes linéaires (linéarité

matérielle et géométrique).

1.1 Cas du point matériel

Considérons un point matériel k, associé a une masse my, :

— soumis a un champ de forces X de composante X;, i = 1,2,3, qui peuvent étre
des forces volumiques données ou bien des efforts de réaction diis aux condi-
tions cinématiques imposées au systeme

— 1’équilibre dynamique est caractérisé par le PFD (partie 1 - 1.2.4) :

mypii; — X; =0

31
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Imaginons une trajectoire i’ (¢) distincte de (), mais suffisamment proche. On définit
le déplacement virtuel & par dii = i’ — i (figure 2.1.1). Par définition le déplacement
virtuel est arbitraire pour ¢t <t < 1y, il représente un écart par rapport au déplacement
réel. C’est en cherchant a minimiser cet écart que la formulation variationnelle permet
de trouver le champ réel, seule solution de 1’équilibre.

Z
A

(Ro)

Wy
)

=l

FIGURE 2.1.1 — Trajectoire virtuelle.

Les conditions aux limites cinématiques doivent étre vérifiées par le champ de
déplacement réel, qui est dit Cinématiquement Admissible (C.A.). Il faut donc que
le champ virtuel soit Cinématiquement Admissible a 0 (C.A.(0)), c’est a dire que les
conditions aux limites cinématiques soient vérifiées, et que les déplacements imposés
soient annulés. En effet, si au point P le déplacement ii; est imposé, I’écart a cette
quantité donnée ne peut qu’étre nulle, puisque le champ réel est C.A. (2.1.1). Ce rai-
sonnement tient aussi pour les Conditions Initiales (en temps), et le champ virtuel

devra étre nul aux bornes ?; et t2, il sera noté C.1.(0).

il(P) = g
i(P)+ Si(P) = iy oL
\
Si(P) = 0

L’énoncé du PTV pour les systemes discrets de dimension N est donc le suivant :

N
)
k=1

Réciproquement, si le PTV est vérifié, quelque soit le champ virtuel répondant aux

Mw

(mk l;iik - Xik) 5uik = O, VSu,-k CA(O),CI(O) (212)
1

i

restrictions ci-dessus, alors 1’équilibre est satisfait. Comme dans le cas des systémes
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continus, il représente la contribution énergétique des puissances développées, dans un
champ de déplacement virtuel C.A.(0), par d’une part les efforts d’origine inertielle et

d’autre part les efforts extérieurs au systeme.

1.2 Les contraintes cinématiques

Pour un systeme discret libre constitué de N points, sans aucune contrainte cinématique,
son état est entierement défini a partir de ses 3N degrés de liberté. On passe de la confi-
guration de référence x;j; a la configuration courante (a I’instant 7), caractérisée par les

positions & (1), via les déplacements u;y,
Gir(t) = ik + uik (Xik, 1)

Dans la réalité, les points matériels sont soumis a des contraintes cinématiques qui
restreignent leur liberté de mouvement et définissent les relations de liaison entre les
points. Ces liaisons interviennent dans I’étude des systeémes mécaniques, car selon
leur type, les équations caractérisant le mouvement varieront en nombre et en genre.

La paramétrisation minimale d’un systeme passe par 1’étude de ces liaisons.

1.2.1 Liaisons holonomes

Ces relations sont les plus courantes, elles sont définies par des relations implicites,
reliant entre elles les positions dans la configuration instantanée &;; sans faire intervenir

les vitesses :

f(&ix,t) =0

Si une relation holondme dépend explicitement du temps, elle est dite rheondéme,
sinon est elle dite scléronéme. Une relation holondme permet de réduire d’une unité le

nombre de ddl du systeme.

Exemple

Pour un systeme spatial de 2 masses m; et my reliées par une barre rigide de lon-

gueur /, les positions instantanées &;; et §;» sont reliées par une relation sclérondéme de
type f(&i) =0

(En—En) =12

Mw

=1

Finalement, parmi les 6 ddl du systeme, la connaissance de 5 est suffisante pour ca-

ractériser I’ensemble des positions de cette barre.
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1.2.2 Liaisons non-holonomes

Ces relations ne répondent pas a la définition précédente, elles sont souvent du
type :
F(Eir,Eix,1) = 0 ont les & sont les vitesses associées aux &

La relation n’étant généralement pas intégrable, une relation non-holondme ne permet

pas de réduire le nombre de ddl du systeme.

Exemple

On considere I’exemple d’une sphére (S), rapportée au repere (C,Xs,Vs,Zs), de
rayon R et dont les coordonnées de son centre sont données par (x.,y.,z.) dans le
repere de référence (Rp). Cette sphere est assujettie a rester en contact avec le plan
(L) repéré par (0,%,5,Z = 0). Le systéme, se résumant ici a la sphére, comporte 6

parametres de situations : x.,y.,Zc, V¥, 0, @ tels que :
OC = x. X4y i +2.2 et Q(S/Ry) = Y7+ 0% + ¢Z, (angles d’Euler)
Z.Zs=c0s 0
— :
Z=71 X .1 =cosy

(Ro)

41
Zs A
0 oA 7
0) 0 7
0 2
Y1
i

32 C!

S I g=x

FIGURE 2.1.2 — Roulement sans glissement de la sphere (S) sur le plan (A)

Les différentes liaisons possibles sont les suivantes :
a) Contact avec le plan :

ze =R  (liaison holonéme)
b) Roulement sans glissement :

La vitesse du point de contact / entre la sphere et le plan est nulle, elle est la
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méme dans (S) et (L), ce qui se traduit par :

V(IES/R()) = V(IG?L/RQ):ﬁ

V(CeS/Ry) = CINQ(S/R)

X = R (—(psin@cosqf—kesinw)

o . (2 liaisons non-holonomes)
y = R (—(psmﬂsmw — 651n\|l)

¢) Roulement sans pivotement :
On impose que la sphere ne tourne pas autour de son axe vertical : Ez(s /Ry)-7=
0:
W+ @cos® =0 (I liaison non-holonéme)

Conclusion sur le parametrage du systeme :

— initialement 6 parametres

— 1 contrainte holondome

— 3 contraintes non-holondmes
Seule la liaison holondme contraint suffisamment les liaisons pour qu’un ddl soit
supprimé. Au final, il reste 5 ddl pour caractériser le mouvement de la sphere. Les
contraintes non-holondmes agissent comme des contraintes de comportement. Elles
ne restreignent pas les configurations possibles du systeme, mais imposent le chemin
pour atteindre ces configurations.

1.3 Notion de coordonnée généralisée

Les coordonnées généralisées sont introduites en mécanique lagrangienne afin
d’aboutir au parametrage minimum des problemes a résoudre. On désigne par coor-
donnée généralisée les parametres de configuration en fonction desquels on exprime
les déplacements de tous les points du systeme. Par la suite on raisonnera uniquement
en termes de coordonnées généralisées, notées g;, et des vitesses associées ¢; = %.

Dans le cadre général, pour N points matériels, reliés par R liaisons cinématiques
holondmes, on a 3N — Rddl. 1l faut donc définir n = 3N — R parametres de configu-
rations, ou coordonnées généralisées notées § = (q1,- - -,qn), qui permettent de définir

les déplacements des points du systeme sous la forme :

uik(Xix,t) = Ui(q1, - - 1 Gn 1) (2.1.3)

On remarque que la dépendance de la position par rapport au temps (2.1.3) n’ap-
parait pas implicitement a travers les g;, mais explicitement a travers le temps ¢ di-

rectement. C’est dans ce cadre que la classification des liaisons revét une importance
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particuliere : si les liaisons sont holondmes, alors les coordonnées généralisées sont
indépendantes puisque les relations entre les ddl surabondants sont pris en compte par
les liaisons implicites. Si de plus les liaisons sont sclérondmes alors la position Uj; ne

dépend pas explicitement du temps.

Exemple : le pendule double

On considere le cas d’un pendule double constitué de 2 masses ponctuelles m; et
my situées a ’extrémité de 2 barres rigides de longueur ¢/ et ¢, (figure 2.1.3). Ces
2 barres sont reliées entre elles au point Py, I’extrémité de la premiere barre; cette
barre étant reliée a son autre extrémité a ’origine O du repere (Rp). Les liaisons sont
supposées parfaites. Sur cet exemple simple, on peut mettre en évidence la démarche

de paramétrisation minimale d’un probleme a résoudre.
_>
Y1

o 7 R

(Roy)

<

2/
m
20
6 1| .
®
' 0, 2 b

FIGURE 2.1.3 — Pendule double constitué de 2 masses m; situées a I’extrémité de 2
barres rigides de longueur ¢;

Dans ce probleme plan, la position des points P; et P> est repérée, en premier lieu

par les coordonnées cartésiennes dans le repére (Ry) :

OP; = f(&i1,En) et OP2 = f(&i1,En)

o £ est 1a i coordonnée du point k. I faut donc au total 4 parameétres de position
indépendants pour définir I’ensemble des points de ce systeme (§11,E12,E21,E22).
Il existe aux points O et Py des liaisons parfaites, qui nous indiquent les deux

relations holondmes supplémentaires suivantes :

n+& =6
(12— @11)2 + (& — izl)z =13
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Il reste donc au final 2 ddl pour caractériser la position de I’ensemble des points du
systeme. On choisit donc 2 coordonnées généralisées en fonction desquelles le systeme
peut étre décrit. Ici le choix est simple, on prend les angles 6; et 0,, respectivement
la position angulaire de la barre 1 et de la barre 2 par rapport a ’axe (OX) : uy =

Uir(01,02). On a alors les coordonnées des points géométriques associés aux masses :
( €11 = {1 cos0;

€21 ={15in 0

E12 =/¢1cos0; +rcos (0 +6,)

L Exp = {18in0) + £ 8in (01 + 6;)

D’apres cet exemple simple, on voit que s’il n’y a pas de contraintes non-holondmes,
les coordonnées généralisées ¢; sont indépendantes et elles peuvent varier de maniere
arbitraire sans contrevenir aux contraintes cinématiques. On peut donc poser, en uti-
lisant la définition du champ de déplacement a partir des n coordonnées généralisées
(2.1.3), le champ virtuel suivant :

Sy — Z": U
Uik = aqs

s=1

g (2.1.4)

L’équation du travail virtuel (2.1.2) devient alors :

n N 3 .
Y I ) Z my tij — )%Lq”‘ 8qs = 0, Vdq,C.A.(0),C.1.(0) (2.1.5)
s=1 [k=1i=1 s

En mettant le second terme de cette expression sous la forme Y | O;0¢y, on fait ap-
paraitre 1’expression de la force généralisée conjuguée (associée) au ddl gs dans I’ex-

pression du PTV :
0:=Y ¥ Xus " (2.1.6)
= qs

Quant au premier terme du PTV, il représente la contribution des efforts d’inertie
dans I’équilibre du systeme. Il peut lui aussi s’exprimer en fonction des coordonnées

généralisées, c’est ce qui est montré dans le chapitre suivant.
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2.1 Energies potentielles et cinétiques

Comme il est rappelé en Annexes - Chapitre 1, I’énergie cinétique d’un systeme
discret (§) constitué de N partitions de masse my;, et dont le mouvement est décrit par

leur centre d’inertie Py, est par définition :

1

N
T(S/Ro) = =5 kav2 (Pc € S/Ro) (2.2.1)

On peut exprimer les vitesses en fonction des coordonnées et déplacements généralisés :

aU"‘ Z aaU”‘ (2.2.2)
qs

39
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ce qui conduit a I’expression suivante de 1’énergie cinétique qui sera détaillée ultérieurement :

1 N 3
T(S/RO) = E Z kauik(tuQSuq.s)uik(t7QSaqs) (223)
k=1i=1

La définition de I’énergie potentielle, dans le cas des systemes discrets, se déduit
de I’expression des efforts extérieurs et des efforts de liaison intérieurs. On suppose ici
que ces efforts Xj; dérivent d’un potentiel V. En écrivant le travail virtuel Wy, (ou le
travail élémentaire) des efforts généralisés :

N 3 n
3o, = Y Y Xuduy =Y. 08¢ = -8V (qy) (2.2.4)
k=1i=1 s=1

On a ainsi ’expression des efforts généralisés et du potentiel correspondant qui se
déduit de I’expression du travail virtuel :

IV (gs S 9V (g
Vi(gs)/ aE]q ) = —Q; (8V = Z a;q )qu) (2.2.5)
§ n=1 s

D’un point de vu calculatoire, I’expression du travail virtuel des efforts extérieurs
est utilisée pour déterminer les contributions des efforts généralisés connaissant les

déplacements virtuels (voir exemple wagon+pendule figure 2.2.1).

2.2 Enoncé du principe de Hamilton

Le principe de Hamilton est une expression intégrée dans le temps du PTV (2.1.2) :
k=1i=1

2 N 3
/t t (Z Y (mpiize — Xar) 6u,~k) dt = 0, Ydu; C.A.(0),C.1.(0) (2.2.6)

Nous allons exprimer ce principe en utilisant des formes potentielles. On peut re-

marquer ’identité suivante, concernant les effort d’origine inertielle :

d : " s
g (i) = 1t S ~+ i i
1
= mylijduix + 8 [Emk uik’flik]
s . D (2.2.7)
on retrouve la définition de 1’énergie cinétique (2.2.1)
4
d
oy (mictidui) = myciiiSuig + T (uix, g 1)

Ayant posé le potentiel pour les efforts extérieurs (2.2.4), et connaissant 1’expression
ci-dessus (2.2.7), le principe de Hamilton (2.2.6) peut s’écrire :

N 3

Y Y i Suy

k=1i=1

15}
1
48 / *(T(gs,ds,1) —V(gs)) d = 0, Yy C.A.(0),C.1.(0)
3]
1

(2.2.8)
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compte-tenu des restrictions sur les valeurs du champ virtuel en #; et t, le premier
terme de cette expression est nul et on obtient 1’énoncé du Principe de Hamilton. La
dépendance par rapport aux coordonnées généralisées apparait naturellement via la
définition des vitesses des points k (2.2.2) :

Principe de Hamilton pour les systemes conservatifs

La trajectoire réelle du systéme est celle qui rend stationnaire I’intégrale ft’f (T(gs,qs,t) —V(qs)) dt
par rapport a toute variation arbitraire de déplacement C.A.(0) entre 2 instants #; et 1,

mais s’annulant aux extrémités de 1’intervalle :

5]

8 (T(q57457t) _V(qs))dt - O
f (2.2.9)

SQS(ﬁ) = 861302) =0

2.3 Forme proposée par Lagrange

La forme proposée par Lagrange est beaucoup plus générale car elle ne se limite
pas aux systemes conservatifs. On exprime les équations du mouvement en fonction
des coordonnées généralisées. Pour la variation de 1’énergie cinétique, 7 (gs,gs,t), on

obtient :

nooT oT
0T (S,Ry) = (—8 S+—'6's> 2.2.10
(S,Ro) S:Zl 5,00+ 5,84 ( )

On connait également la forme du potentiel des efforts extérieurs (2.2.4) en fonction
des coordonnées généralisées. On peut donc écrire le principe de Hamilton (2.2.9) sous

la forme suivante :

¢ n
/2 (Z (g_TJrQS) 5q, + 3—-T5‘?S) dt = 0, ¥8g,C.A.(0),C.I.(0)  (2.2.11)
1 ds qs

s=1
On integre par parties le second terme :
L 9T or . 1" Ld (9T
e~ 1 A LA
n 94s ”aqs 0 n dr \04 (2.2.12)

Ocardg;C.1.(0)

Finalement, I’équilibre est équivalent a :

L& d (doT oT
——\ 5 ) T3 +0Qs|8as | dt =0, ¥8¢;C.A(0),C.1.(0) (22.13
/’1 (;[ dt(aqs)+aqs+Ql q‘) ! qsC.A.(0),C.1.(0) (2.2.13)
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cette égalité étant vraie quelque soit le champ virtuel, la condition (2.2.13) équivaut
donc a n équations scalaires, appelées Equations de Lagrange, valables pour I’instant

dans le cadre d’un systeme conservatif :

_%(s_T> +§—T —|—\Q/S/:O Ss=1...n
s 4, (2.2.14)

a b c

les termes a, b représentant les forces d’inertie généralisées associées au ddl g, et le
terme c représentant les forces généralisées extérieures (et intérieures comme nous le
préciserons dans la suite).

On reconnait dans la structure de ces équations, la condition de minimisation des
fonctionnelles d’Euler-Lagrange (voir Annexes - eq. A-3.47), pour la fonctionnelle
présentée dans le principe de Hamilton (2.2.9). Cette expression est complétée par

la suite dans le cadre des systemes dissipatifs.

2.3.1 Structure de I’énergie cinétique

Par définition, 1’énergie cinétique (2.2.1) dépend des vitesse i;; qui s’expriment
elle-mémes en fonction du temps, et des coordonnées et déplacements généralisés
(t,gs5,qs) (2.2.2), ce qui donne une nouvelle expression de I’énergie cinétique pour
le systeme (.§) formé de N partitions. Cette expression se développe en 3 termes dis-

tincts :

T(QsaanI) = TO(q&t) + T](qﬁq&t) + TZ(Qqu'S) (2215)

a) énergie cinétique d’entrainement du systéme lorsque ses dd! g1, ..., g, sont
figés (¢; = 0). De degrés 0 par rapport aux ¢;.

1Y Wi\ 2
TO(%JI) = E Z Z niy ( atk) (2216)

k=1i=1

b) énergie cinétique mutuelle. De degrés 1 par rapport aux ¢ et g.

39Uy aU,k

n N
1(gs,4s,1) ZZZ = (2.2.17)

c) énergie cinétique relative qui reste seule lorsqu’on supprime la dépendance

explicite des vitesses uj; en fonction du temps.

1 N . .
TZ(QSaéS) = B Z Z Z Z nmy 34 ﬁq»vq'r (2.2.18)

On peut noter les relations suivantes liées a la qualité des fonctions homogenes :

v AT & or
Z 0 1 qsaan ) et TZ(QMQY :EZ M (22 19)

Ti( 1) =
QS7 CIs aqs aqs
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On voit clairement que la structure de I’énergie cinétique va dépendre de la for-
mulation du probleme, et notamment de la présence explicite du temps dans I’expres-
sion des vitesses. Pour mettre en évidence ces dépendances, on peut, a partir de cette
nouvelle expression de 1’énergie cinétique, réécrire la variation intervenant dans les
équations de Lagrange (2.2.14a-b) :

Lafory ot _
dt \ 9g; dgs B
E <8T1 (q57qs’t)> -y |:82T1(q‘¥7q's;t) . :| i <aT2(q\v>q's)>
! ' 9 (2.2.20)

ot 945 9459q Cdt
0
+£(TO(QS7I) +Tl (QSaq.SJ) +T2(QS7QS))
a c b

Il apparait d’apres cette expression les dépendances par rapport aux vitesses et au
temps. Les termes sont mis en évidence en prenant les composantes du vecteurs vitesse

1 nulles successivement
a : gy =0 ~- forces d’inertie d’entralnement
b - Uy
© ot

temps)

= 0 ~» forces d’inertie relatives (pour les liaisons indépendantes du

c : forces d’inertie complémentaires. Ce sont les forces gyroscopiques (Fy) on
montre que I’antisymétrie de ces efforts (g,; = —gs-) implique que la puissance

instantanée qu’elles livrent est nulle :}7 | Fyg; =0

Compléments sur la structure de I’énergie cinétique : exemple

Afin d’illustrer les diverses termes de 1’énergie cinétique, considérons 1’exemple
suivant (figure 2.2.1) constitué d’un pendule simple P fixé a un solide mobile (S), de
masse M, en translation par rapport au repére galliléen du mouvement (Rp) associé
au bati fixe. Le pendule est une masse ponctuelle de masse m positionnée en G a
I’extrémité d’une barre rigide de longueur ¢, reliée au solide mobile (S) par une ar-
ticulation parfaite au point A . On associe au solide un repere (Rg) et au pendule un
repere (Rp). Le solide est relié au bati (Ry) par un ressort de rappel de raideur k et
de masse négligeable. On supposera que la position repos du systeme correspond a la
configuration x4 (t = 0) =0;6(¢t =0) = 0.

La position du point G dans la configuration courante peut étre donnée par la forme
classique u;(x;,t) = Ui(qi,...,qn,t). 1l faut bien veiller a faire apparaitre toutes les
dépendances, et notamment par rapport au temps. Ici par exemple, on pourrait supposer
la vitesse V4 (f) connue, elle est alors appelée vitesse d’entrainement (par exemple pour

un déplacement rectiligne uniformément accéléré : x, (1) = %ytz) du repere (Rp) par
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P
O O O >
(Ro) X0

FIGURE 2.2.1 — Pendule entrainé par le solide (S) en translation rectiligne uniforme

rapport a (Rp), et dépend de facon explicite du temps (2.1.3) :

—

. L = ., N 14 x4 +£sin®
OG(X,t) =ya-Yo+U(x4,0) = ya-Yo+xa-Xo+ =™
0 (R) ya —£cosB (Ro)

o2 .
S R 5yt~ +£sin®
v OG(%,1) =ya-Yo+U(8,0) = | 2
ya —{cosB
(Ro)
(2.2.21)
Cette dépendance explicite par rapport au temps, qui représente en fait une connais-
sance complémentaire, va changer la forme de 1’énergie cinétique du systeme : elle fera
apparaitre le terme d’énergie cinétique d’entrainement (2.2.25), alors que lorsque cette
fonction du temps est inconnue, cette contribution apparait dans 1’énergie cinétique
relative (2.2.23). Ci-dessous ces expressions sont détaillées :
— X4(t) inconnue :
La vitesse du point G est donnée soit par dérivation du vecteur position, soit en

reprenant la définition générale des vitesses associées aux coordonnées généralisées

(2.2.2):
~ %4+ £0cosO
V(G € P/R = . 2.2.22
( /Ro)wo) < ¢8sin® ) ( )
(Ro)
D’ou I’expression de I’énergie cinétique :
2T(SUP,Ry) = 2T(S,Ro)+2T(P,Ry)
= 2mialOcos®+ (m+M)x5 +m>6 (2.2.23)

TZ(eu-xAue’xA)

1
— XA = z'ytz

Lorsque la vitesse d’entrainement est connue, on ’perd’ la variable x4 au profit
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de la dépendance (connue) explicite par rapport au temps :

vt + {0 cosO ) (2.2.24)
(Ro)

V(G € P/Ro)(gy) = ( 6sin0

D’ou I’expression de 1’énergie cinétique, qui fait intervenir 1’énergie cinétique
d’entrainement :

2T(SUP,Ry) =2T(S,Ro)+2T(P,R)

=(m+M 2—|— 2 ¢0cos0+ 0262
(m+M)(yr) myt meoes

To(e,f) Tl(e767t) T2(97e) 5
(2.2.25)

2.3.2 Conservation de I’énergie dans un systeme a liaisons scléronomes

On rappelle que pour des liaisons sclérondmes, les coordonnées sont indépendantes
et ne dépendent pas explicitement du temps. Donc les vitesses u;; dépendent uni-
quement des coordonnées généralisées (2.2.2). En conséquence, suite aux remarques
précédentes concernant la décomposition de 1’énergie cinétique en 3 parties distinctes
(2.2.15), I’expression de I’énergie cinétique se limite a la partie relative pour les systemes
a liaisons sclérondmes.

. n ank(Qla---7C]n) .
Uik = Zs:l aqs

N

I (2.2.26)

! Z” M d’apres (2.2.19)

T(gs.qs:t) = T2(Qsa%):§ o1 4s 3ds

On peut exprimer les équations de Lagrange dans le cas particulier ou 1’énergie

cinétique se limite a cette forme quadratique des vitesses généralisées. Pour cela cal-
culons M . D’apres (2.2.26) :

dT(Qs»Qs ! aT(QSucIs) aT(Qs,C}s)

mais cette dérivation peut également se calculer directement par rapport aux g et ¢ :
dT (gs,9s) _ Zn o7 (g5, gs) % Zn 97T (gs,9s) %
dt s=1 " 9¢, ot s=1 g ot

_ Zn . aT(QMQS) +Zn ; aT(QSchs)

s=1 s aCIs s=1 aQS
En faisant la différence (2.2.27)-(2.2.28), il vient :

dT(‘]més) o o[ d aT(QSaQs) aT anqs L
= ; ds la ( 24, 3, ; (2.2.29)

(2.2.28)
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Dans le cas des systemes conservatifs, on sait qu’il existe un potentiel V(gy) tel que les
efforts généralisés dérivent de ce potentiel (2.2.4). On peut donc remplacer les efforts
généralisés Qg dans (2.2.29) par leur expression dérivée du potentiel V. On retrouve

alors I’expression de la dérivée par rapport au temps du potentiel V :

dT (s, 4s) i q.saV(qs) dV(gs)

= = 2.2.30
dt = 9q; dt ( )
ou encore (on rappelle qu’ici T (gs,gs,t) = T2(gs,qgs))s
d
gr (T(45:45) +V(g5)) = 0,4 | T(g5,45) +V(gs) = € (2.2.31)

L’énergie € est constante dans un systeme conservatif a liaisons scléronomes.

Cette démonstration pour les systemes a liaisons sclérondmes doit se généraliser

aux systemes possédant des liaisons non-dissipatives en général.

2.4 Classification des forces généralisées

Les forces généralisée intérieures et extérieures au systeme peuvent étre classées
selon leur type (élastiques, conservatives, dissipatives, ...) ce qui permet de formu-
ler les équations de Lagrange dans un cadre tout a fait général. Ces forces sont dites

conservatives si le travail virtuel associé est récupérable.

2.4.1 Forces intérieures
Forces de liaison

Les forces de liaison sont internes au systemes, elles résultent des contraintes
cinématiques imposées. Exemple, une liaison entre 2 masses :X;; + Xj» = 0 (action
réaction). Le travail virtuel associé au déplacement virtuel (3u;;,du;») est nul puisque
nous avons vu que le champ virtuel est C.A.(0), ¢’est-a-dire que les déplacements vir-
tuels imposés sont nuls.

En conséquence, les forces de liaison ne contribuent pas aux forces généralisées
agissant sur I’ensemble du systeme. C’est un des attraits essentiels la mécanique La-

grangienne.

Forces élastiques

Dans un corps déformable, le travail est stocké sous forme récupérable. Les forces
élastiques dérivent d’un potentiel élastique, ou potentiel de déformation (voir Annexes
- A-1.27-b), qui s’exprime en calculant le travail virtuel dW,; effectué par ces effort

internes dans le déplacement virtuel dii :

o — 3y Pl

an s L
t q = Z QSSQS = —6Viu (C]s> (2.2.32)
s=1
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On en déduit I’expression des forces internes généralisées et du potentiel de déformation :

a‘/ll’l S
Vi (gs) / Qs = —# (2.2.33)

Forces dissipatives

Ces forces sont de sens opposé au vecteur vitesse, orientées dans la méme direction.
Elles sont fonction du module du vecteur vitesse.

Les liaisons non-parfaites peuvent étre dissipatives, c’est souvent le cas dans les
systemes réels. Un autre exemple de force dissipative est 1’effort de rappel d’origine
visqueuse d’un amortisseur tel que dans I’oscillateur élémentaire (voir Partie 1 - eq.
1.2.9).

On montre que le travail virtuel de ces forces dissipatives agissant sur le systemes

est non-nul. On introduit un potentiel de dissipation D :

9D(s)
3D(4s) ) — = =0
(CIS) / aqs s
La puissance dissipée est donnée par :
oD(
Puiss = Z Osqs = Z a qs qs
s=1 qs

On montre que la fonction D(¢g;) est homogene d’ordre m en fonction des vitesses
généralisées, donc d’ordre m — 1 pour les forces dissipatives généralisées qui en dérivent :
— m = 1: frottement sec
— m =2 : frottement visqueux
— m =3 : trainée aérodynamique (turbulence)

Donc la puissance dissipée vaut :
n
Piss = — Z mq}(%v)‘]s

On peut noter que les forces extérieures peuvent également étre dissipatives.

2.4.2 Forces extérieures
Forces conservatives

Comme nous I’avons vu précédemment, elles dérivent d’un potentiel (2.2.5) :

aVext
9q

EIVext(CIS) / Qs = -

Le travail virtuel de ces forces sur un cycle est nul :

8‘-’/Ve)ctfcums‘ = %stq; =0
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Forces non-conservatives

Leur travail virtuel ne peut se simplifier comme dans les cas précédents, il s’ex-
prime en fonction des efforts extérieurs (2.2.4) et des déplacements courants dérivés

par rapport aux coordonnées généralisées :

N 3
8{I/Vnon—cons = Z?:] QSSQS = Zkzl Zizl Xiksuik

3 oujk
= Tl Zzzl Xik ﬁqu
S

Ce qui donne I’expression des efforts généralisés associés :

Au bilan la prise en comptes des forces non-conservatives internes et externes dans

le calcul du bilan énergétique du systeéme donne :

d

T 0) +V(0)) = -mD(as) + Y 0000

ou le potentiel total V(qs) = Viur (qs) + Vext (¢s)

2.5 Egquations de Lagrange dans le cas général

Dans le cas général d’un systeme non-conservatif a liaisons cinématiques holonémes,
les équations de Lagrange prennent en compte les forces intérieures et extérieures,
dissipatives et conservatives, introduites précédemment. Au final, le mouvement du

systeme est caractérisé par s équations :

Equations de Lagrange pour les sytémes non-conservatifs

i (aT(Qqu'bt)) + aT(CIsaqkwt) - aV(Qs) . a@(cb) +Qs(t> —0 ,s=1...n

ot 04 g g g
(2.2.34)
ou encore, en détaillant les différents termes :
; 07> (qs, g 0 [ 9dTi(gs,qs, oV*(qs, 0D(q
i (aTZ(C]:wCIS)) . 2(9‘ QS) + 2 ( I(QS. qs t)) + (QS t) + (.CIS) _ Qs(t)‘f‘Fs,
dt 9q; oq; ot 9qs 0gs 9q;
s=1...n
(2.2.35)
avec

Q;(1) : les forces extérieures généralisées non-conservatives
V(qs) = Vine(qs) + Vext(gs) : le potentiel total
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V*(qs) = V(qs) — To(gs,t) : le potentiel modifié par 1’énergie cinétique d’en-

trainement

D(gs) : le potentiel de dissipation

F; =Y, Gy les forces gyroscopiques généralisées

Exemple 1 : wagon+pendule

Reprenons I’exemple de systeme du pendule suspendu a un wagon en mouvement

rectiligne (figure 2.2.1).Dans un premier temps la vitesse de translation du wagon x4

est supposée inconnue. Le calcul des forces généralisées passe par la détermination du

travail virtuel effectué d’une part par la force élastique du ressort, et d’autre part par la

pesanteur.

— Force élastique du ressort :

) ‘-[/Vress -

Qress
Vress -

— Pesanteur :

d Wpes =

o pes
Vpes =

Firess (XA )7_5’0 - 0Xp

—kxA S)CA

Y

—kXA
1

2

mg - 8y¢
—mgyo - 8(ya — £cos 0)y

—mglsin6 &0

—mglsin @
mgl (1 —cos0)

( = - 6Vress )

WVint (g5 n
(ﬁSQLV: s=1 _QSSQS)

—k (x%) (Vyess (xa(t =0)) =0+ C*¢ =0)

(Vpes (8(t =0))

9q;

(2.2.36)

—mglcos0+C¥¢ =0)
(2.2.37)

Finalement, les grandeurs énergétiques du systemes sont completement déterminées

(2.2.38), et les équations de Lagrange correspondantes sont les suivantes :

2T(9,XA,9,XA) =

V(G7XA) =

(m+M)x3 +2mis0 £ cos 0 + m (262

1
5 kx% +mgl (1 —cos0)

(2.2.38)
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xa : (m-+M)is+ml(cos®8—sin08?) +kxs =0 (2.2.39a)

/8 : cosBiy+L0+gsin@=0 (2.2.39b)

Dans le cas ot la vitesse de translation du wagon est connue (x4 (7) = %wz), les

grandeurs énergétiques du systeme sont les suivantes :

27(0,0,1) = (m+M)(Yt2)2+2mytéécos9+m€262

V(0,t)) = %k (%2>z+mg£(l —cos9)

et les équations de Lagrange se limitent a une équation par rapport a 0 le seul pa-
rametre inconnu de ce systeme, identique a 1’équation (2.2.39-b) du systeme dans sa

formulation indépendante du temps explicitement :

/8 :ycosO+ (04 gsin® =0 (2.2.40)

Exemple 2 : Pendule double

Reprenons I’exemple du pendule double présenté précédemment (page 36), avec
cette fois-ci les barres pesantes de masses mj et my et de centre de gravité G| et Gy.
De plus, un ressort de rappel de raideur k et de masse négligeable fixé au repere du
mouvement R est relié en A au systeme. Au point B s’exerce une force d’intensité

constante Fy, portée par une direction colinéaire a I’axe Oy (figure 2.2.2).

On montre que I’énergie cinétique et le potentiel dont dérivent les efforts s’écrivent :

( 1m 0262 1 S s
T(S,Ry) = 5%+§m2 (5%9%%-?2(91—|—92)2+€1€2(91—|—92)9100892)

1
V(S,RQ) = Ekﬁ% sin261 —F;,(El sin©; + ¢, sin (91 +92))

m1 gl
. 2

(1 —cos0;)+mag (El (I —cosB;)+ %2 (I —cos(8; —1—92)))
(2.2.41)
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yi
o 7 o
(Ro) (m1,01,G1)
01
(m2,02,G2)
k B vy
02 X
X %

FIGURE 2.2.2 — Pendule double

On en déduit les équations de Lagrange de ce systeme :

+

02 12Y4 ..
m; 2 m221 2 cos 62) 0,

3

0ty
’"221 20,(261 +6,)sin6,

+ kﬁ% sin®1 cosO; — F, (£1cos 01 +{2cos (81 +62))

02 02 .
107 (b—i-mzf%—}-%—i—nglﬁzcosez) 0; + <

0 0
+ mlgil $in®; +myg (el sinel+§sin(el+ez)) =0

02 . 0ly ., . .
m; 20, + m221 291 ((91 +6,)sin6; —Gzcosez)

£2
0, (mz 2+m2€1€2

3 > Cos62> 0+

ly .
— Fylycos (81 +62) —I—ngi2 sin (0] +6,) =0
(2.2.42)
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Troisieme partie

Oscillations des systemes a N degrés de
liberté
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Dans cette partie, les concepts introduits dans la partie précédente sont étendus
pour exprimer 1I’équilibre des systemes discrets a N ddl, mais également caractériser
la stabilité de cet équilibre. Grace a une linéarisation des équations d’équilibre au-
tour d’un point d’équilibre, la stabilité du systeme peut €tre caractérisée. On verra
également que 1’analyse modale, c’est-a-dire la projection des équations d’équilibre
dans la base des modes propres, permet d’étendre assez simplement les concepts utili-
sables dans le cas des systemes a 1 dd! : analyse de la réponse libre, forcée, amortie, ...
C’est d’ailleurs ce type d’analyse qui est a la base des résolutions numériques utilisées
couramment dans les codes de calculs.
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Concepts de stabilité des équilibres
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1.2 Petites oscillations autour d’une configuration d’équilibre . . . . 58
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1.5 Equations des oscillations libres - Linéarisation du pendule double

avecressortderappel . . ... ... ... it 61

Nous avons vu dans les parties précédentes que les équations de Lagrange ca-
ractérisent I’équilibre dynamique d’un systeme (2.2.34). Ces équations différentielles

d’ordre 2 peuvent étre résolues, de facon numérique ou encore analytique.

Dans le cas d’une résolution numérique, 1’équilibre peut étre recherché par diverses
méthodes : intégration de Newmark par exemple ou encore OWilson. Ces méthodes
de résolution sont souples, et vont permettre de trouver rapidement les solutions de
I’équilibre du systeme étudié. Par contre, ces méthodes doivent étre adaptées a chaque
famille de cas, notamment en fonction de I’amortissement du systéme considéré, comme
nous le verrons dans la suite.

Les résolutions analytiques ne sont possibles que dans les cas simples. Pourtant ces
méthodes de résolution fournissent les bases des résolution numériques. On peut grace
a ces approches :

— déterminer des positions d’équilibre
— déterminer le mouvement au voisinage de cette position
— déterminer des mouvements stationnaires

— déterminer les oscillations autour des mouvements stationnaires

57
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1.1 Définition d’un équilibre

L’équilibre au temps 7y peut €tre par rapport a un seul parametre ou paramétrique :
— €quilibre par rapport a un parametre g; (g; est donné, et n’évolue pas dans le
temps)

(o) =an. di(io) = di. siid
dilo) = dw.diio) = dios SFT g0y = g vt
qi(t0) = qje; Gi(to) =0, sii=j

— équilibre paramétrique

ailto) = di vz' qi(1) = Gie , V1, Vi
gi(to) =0 Vi

1.2 Petites oscillations autour d’une configuration d’équilibre

Comme nous I’avons vu précédemment (2.2.14), pour un systeme a liaisons sclérondmes,
I’énergie cinétique se limite & la partie quadratique en vitesse (relation 2.2.18 : T(¢,3,q) =
T>(g,q)). Ce qui donne pour les équations de Lagrange exprimées pour 1’équilibre pa-

ramétrique g = (q1e,492¢,G3¢s -+ qne)

. d aTZ(éeyée) aTZ(Qea _%) Y aV(C?e)
\E( 9gi T g, ) _\Q'_ 9gi I’Vl .
- 0 i (3.1.1)
V(a)

avec le premier terme qui s’annule car la variation de 1’énergie cinétique par rapport
aux vitesses est une forme linéaire des vitesses uniquement, le second terme quant
a lui étant invariant par nullité des vitesses autour de 1’équilibre. Remarque : pour un
systéme en translation rectiligne uniforme, 1I’énergie cinétique relative reste inchangée,
ces conclusions restent donc valables.

On voit donc que I’équilibre dépend du potentiel (des efforts extérieurs et intérieurs
dans le cas général), résultat classique de la statique pour un systeme conservatif :
I’énergie fournie par les efforts extérieurs est intégralement stockée en énergie intérieure
(de déformation). Pour la solution G,, ce potentiel sera un minimum relatif (V (0) = K),
et un minimum absolu si le potentiel est strictement convexe (327‘2/ > 0). La condition

i

nécessaire et suffisante pour cet équilibre s’exprime simplement :

g
Ceci se généralise pour tout systeme, caractérisé par les équations de Lagrange dans le
cas général (2.2.34). Dans ce cas le potentiel est modifi€ pour tenir compte de I’énergie
cinétique d’entrainement :
IV* ()
g

=0, Vi avecV' =V -1,
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L’équilibre étant caractérisé, il faut maintenant pouvoir répondre a la question es-
sentielle de la stabilité de cet équilibre :
& I’équilibre est-il stable ?

< que se passe-t-il si on décale Iégerement de cette position d’équilibre ?

1.3 Stabilité d’un équilibre paramétrique

Par définition, un équilibre est dit stable si le systeme étant dans des conditions
initiales voisines de 1’équilibre, la trajectoire du systeme reste dans un voisinage de la
position d’équilibre. Ceci s’écrit de facon formelle :

létat Ge = (q1es G2e, G3e, -, Gne) €St dit stable si et seulement si

e>0 >0 (to) = qg; 00— gio.| <
Y > 3 " . C{’(O) ?’0 vérifiant |q'0_ giel <M
u>0 v>0 gi(to) = qio lgio| <V
(1) — qie| <€
on ait Vr > o, 3 lc].’( ) = diel <
|Gi(t)] <u

Si € et u sont ’petits’, la stabilité est dite conditionnelle, et si € et v sont oo, la stabilité
est dite globale. Ces expressions indiquent que 1’évolution de la position courante est
nécessairement bornée en déplacement et en vitesse. Ou de facon énergétique, la sta-
bilité d’un équilibre s’énonce de la facon suivante : la position d’équilibre est stable
lorsqu’il existe une borne d’énergie €* telle que, si I’énergie communiquée est € < €*,
on a 7 < € a tout instant ultérieur, 1’égalité n’ayant lieu qu’a 1’équilibre. Cette ca-
ractérisation de 1’équilibre nécessite la résolution des équations différentielles tradui-
sant le mouvement autour de la position d’équilibre lorsque 1’on décale le systeme
par rapport a sa position instantanée. Ces équations €tant souvent non-linéaires, il est
bien souvent impossible de les résoudre directement. Nous verrons dans le paragraphe
suivant une approximation de ces équations d’équilibre.

Pour le moment, on peut proposer une définition plus intuitive de la stabilité.
Nous avons vu que 1’équilibre d’un systeme conservatif a liaisons sclérondmes est
caractérisé par I'invariance de la somme du potentiel des efforts conservatifs et de
I’énergie cinétique (Eq 2.2.31 : % (T(3,q)+V(g)) =0). Le potentiel des efforts extérieurs
V étant défini a une constante prés, posons G(fp) = 0. Ceci implique que V (fp) = 0. Un
systeme sera stable si et seulement si I’énergie cinétique du systéme diminue pour
toute position a un instant ultérieur, ce qui se traduit par un minimum relatif, autour de

la position d’équilibre, du potentiel des efforts extérieurs du systeme (Eq. 3.1.2).
T(q,9)+V(q) =€ ar=1 orV(0)=0
=T()=¢cet T(t)<e (<€) (3.1.2)

= V(t) >0 , alors V(fp) estun minimum relatif
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qi

qi
(@) (b)

FIGURE 3.1.1 — Pendule simple dans une configuration (a) stable et (b) instable.

On voit que la stabilité dépend donc du potentiel des efforts. Ceci se comprend

aisément avec I’exemple de base du pendule simple (Figure 3.1.1). Ce concept s’étend
grace au théoreme de Lejeune-Dirichlet qui fournit, sous certaines hypotheses, une
condition suffisante de stabilité de 1’équilibre :
Théoréme de Lejeune-Dirichlet : soit un systeme S dont les liaisons sont indépendantes
du temps, soumis a des forces dérivant d’un potentiel indépendant du temps. Si pour
une position d’équilibre g, du systeme, le potentiel est un minimum strict, alors g, est
une position d’équilibre stable.

La stabilité dépendra donc de la convexité du potentiel. C’est un résultat classique,
a la base du traitement des problemes d’instabilité des structures par exemple.

1.4 Linéarisation des énergies

Afin d’étudier la stabilité des équilibres, nous venons de voir qu’il faut pouvoir
caractériser la convexité de 1’énergie potentielle. Pour rechercher cette convexité, il
faut évaluer les termes quadratiques du potentiel des efforts conservatifs. Procédons a
un développement linéaire de ce potentiel, au voisinage de la configuration d’équilibre

qgo=0:

V(@) V(0)+f<av) +1ff( il > +o@)
1) = Ry 4sT 5 dsqr q
SN\ ) jg=5 251/21\94594r /500
Puisque le systeme est en équilibre 37‘/ = 0, et le potentiel étant défini a une

constante preés, on a également V(0) = 0. Finalement, la courbure du potentiel est
donnée par le seul terme restant, qui doit étre positif pour que la stabilité soit assurée :

n

12
V(g) = 5 Z Z krsqsqr >0 pour g # 0

s=1r=1
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avec ©

P _( 0%V )
rs Sr aqsaqr |q0:(_)

Matriciellement la partie quadratique du potentiel s’€écrit :

V() =53 KG>0 pourg+#0

K, matrice de raideur linéaire du systeme, est donc symétrique et définie positive pour
assurer la stabilité.

De méme pour I’énergie cinétique, on se limite au cas ou le systeme ne subit pas
d’entrainement. L’énergie cinétique se réduit donc a 1’énergie cinétique relative qui
est une forme quadratique des vitesses (relation 2.2.18). La linéarisation autour de
1’équilibre (Go = 0,¢(fo) = 0) conduit également a éliminer les dépendances par rap-
port aux coordonnées généralisées. Le développement s’effectue donc uniquement par

rapport aux vitesses :

- n aTZ . 1 n n azTZ L. 3
TZ(%C]) = TZ(O) +Zs:1 (a_qs) ot qs + 5 Zs:l Zrzl (m) ot qsqr+ O(C[ )

4

1 . Liil
D(q) = 5 Yoy Yoy s AVEC Iy = g = (aq'saqr)T 0
q0=

Matriciellement la partie quadratique de 1’énergie cinétique s’écrit avec M la matrice

de masse linéaire symétrique et définie positive (voir 2.2.18) du systeme :

T5(q)=~¢ Mg >0 pourg#0

| =

1.5 Equations des oscillations libres - Linéarisation du

pendule double avec ressort de rappel

Autour d’une configuration d’équilibre (G(t9) = 0 et §(19) = 0), les équations linéarisées

du mouvement pour un systeme conservatif deviennent :

d (T oT 1% :
— =] —=— +=— =0,Vi
dt \ 9g; 9g; dq;
~—~ ~—
Mi— 0 +KG=0 ~ |M§+Kg="0|(Eq. de Lagrange)

(3.1.3)
le second terme étant nul du fait de la linéarisation autour de la position d’équilibre.
C’est a partir de cette formulation matricielle que les problemes sont formulés, résolus

par éléments finis par exemple.
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Dans le cas du pendule double vu précédemment, au §2.5 page 50, les équations
d’équilibre sont non-linéaires. Afin de résoudre analytiquement ce probleme, on linéarise
ces équations en utilisant les développements limités des parametres cinématiques au-

tour de leur configuration a 1’équilibre :

sin® ~ 0 et cosO ~ 1
1—cos@:1—( —%2)292—2

Ce qui donne pour le pendule double, la forme matricielle suivante pour 1’énergie

cinétique :

2 2
6, } %ﬁlnwm (51 (£1+€2)+%> maly <%+%‘> { 6,

6o ¢ myl3
mtz (5 +4) &5

[M] : matrice de masse a coefficients constants

et pour la contribution de la pesanteur et du ressort de rappel dans le potentiel extérieur :

mlgEl fz 2 ngéz
CH T tmg O+ 7 ) kT T 01
Vg(5/RO):%t{ } ( > .

magls magls 0,
2 2

g

[K] : matrice de raideur a coefficients constants

En introduisant le vecteur des efforts extérieurs {F'} tel que :

VF(S/R0)=—’{ g; }{ Fy(fwlz;ﬁz) }
v

Finalement 1’équilibre est caractéris€ par les équations classiques :

(M]{q} + [K]{q} = {F}
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Pour résoudre I’équation des oscillations libres présentée ci-dessus (3.1.3), on cherche
une solution de type particulier dans laquelle toutes les coordonnées généralisées suivent,

a un facteur prés, la méme loi temporelle :
q=Xo(t)

avec X la forme propre du mouvement. D’ou la nouvelle expression de I’équilibre

linéarisé :

o(t)MX + 0(1)KX =0

63
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Dans le cas des systémes 2 position d’équilibre, les matrices K et M sont définies
positives, d’ou I’équilibre est caractérisé par :

?X:M:H?,aveck:—w (3.2.1)

o(1)

avec KX et MX non-nuls pour X # 0. On montre facilement que A est réel et positif :
Démonstration : on considére le cas le plus général oti le mode propre X = a+ ib est
complexe, I'équilibre 3.2.1 devient :

K (a+ib) =AM (a+ib)

en multipliant & gauche par @ — ib, le conjugué de X, et en notant que la symétrie de K
et M entraine que :

NII

a'Kb = ( E> —p'Ka forme quadratique définie positive

EII

prm—— . t -,
aMb = < b) =b'Ma forme quadratique définie positive

on exprime le coefficient A positif :

Q
Q)
®|

A= >0

b

§|| |

_|_
+

<[ =i
Q
@l

ST}

o(r)

On pose donc A = 0> = — M Le systeme (3.2.1) devient alors (f — 6021\:/1> X =0,

un systeme de n équations linéaires et homogenes. La solution non-triviale de ce

systeme correspond a det (?—0)2]\:4) = 0, ce qui correspond a un probleme aux
valeurs propres. n valeurs propres réelles et positives sont déduites de ce probleme
(oo%, r = 1,...,n) auxquelles correspondent des vecteurs propres X, appelés modes
propres. Ces valeurs propres étant positives, la solution en temps correspondante est
harmonique : ¢,(¢) = o, cos ®,7 + B, sin®,?.

Cas particulier : le systtme admet des modes de déplacement de type corps rigide
— ces mouvements de corps rigide correspondent a des modes propres de pulsa-
tion nulle, ce sont des mouvements d’ensemble qui n’induisent aucune déformation
élastique du systeme. Les configurations d’équilibre sont indifférentes,
— ces modes vérifient KU = 0, ce qui correspond a une singularité de la matrice
de raideur (pivot nul)
— les modes restants sont des modes propres élastiques

2.1 K et M-Orthogonalité des modes propres

Les propriétés d’orthogonalité décrites ici sont les fondements des calculs dans

les bases modales. Ces projections permettent de découpler les équations d’équilibre



Modes normaux de vibration 65

et sont utilisées dans les résolutions analytiques, mais surtout aujourd’hui dans les
codes de calcul par éléments finis. Ces projections permettent en effet de réduire
considérablement la taille des systémes a résoudre.

Partant du calcul des valeurs propres (®,), le systeéme s’écrit en utilisant les modes

propres associés (X,) :

KX, = o*MX,
en multipliant & gauche par X!, avec la valeur propre associée w; différente de ,, puis
a droite :
X'KX, = 0’ X' MX, (3.2.2)
X'KX, = o2 X'MX, (3.2.3)

soit au final (3.2.2 - 3.2.3), en utilisant les propriétés de symétrie des matrices de masse
et de raideur :
(oF — o}) X!MX, =0
Ayant des valeurs propres distinctes, ®, # @y, on déduit :
XIMX, =0

et en reportant dans (3.2.2) :
X'KX, =0

Ces relations sont les relations d’orthogonalité des modes propres. Plus exactement,
les modes sont dits K et M-orthogonaux. La signification physique de ces relations
d’orthogonalité est la suivante :
— le travail virtuel des forces d’inertie du mode r lors d’un déplacement selon le
mode s est nul : MX, = F® = §XIF® =0
— le travail virtuel des forces élastiques du mode r lors d’un déplacement selon le
mode s est nul : KX, = F¢ = 8X'F¢=0
On définit la masse généralisée du mode considéré )_(;A:/D?r = uy, et la raideur

généralisée X' KX, = v, correspondante qui sont reliées par :

Yr = (’)%.ur

On notera que ces deux grandeurs sont définies a une constante multiplicative pres, tout
comme les vecteurs propres. L’indétermination sur I’amplitude de X, (mode propre
définit a une constante multiplicative prés) peut étre levée en choisissant une norme.
Par exemple, on choisit sup(X?) = 1, ou on fixe la masse généralisée u, a I'unité. Dans

ce dernier cas les relations entre masse et raideur généralisées deviennent :

F Y%
MX, M

—o = X'KX =0 (3.2.4)
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Au final, on notera que seul le rapport des raideur et masse généralisées est impor-
tant puisque ces deux grandeurs sont définies a une constante multiplicative pres. En
conclusion, pour les vecteurs normés pour une masse généralisée unitaire on a :
X'KX; = 025,
(3.2.5)
X;{AZIXY = 8rs
avec 9, le symbole de Kronecker.
Théoreme de dégénérescence : lorsqu’une racine co% est multiple, il y correspond
autant de vecteurs propres linéairement indépendants que le degré de multiplicité de la
racine. En corollaire, les relations d’orthogonalité restent valables.

2.2 Oscillations libres résultant de conditions initiales

non-homogenes

Considérons 1’équilibre discret énoncé précédemment (3.1.3), et fixons les condi-

tions initiales non-homogenes :
MG+KG=0 avec q(0) = go et ¢(0) = go donnés

Pour résoudre ce probleme, on réécrit le vecteur déplacement comme le produit de
2 grandeurs indépendantes, I’une étant fonction uniquement du temps et 1’autre étant
formée par les vecteurs propres. Pour cela, on forme le systeme matricielle suivant,
en introduisant la matrice modale X = [X1,...,X,] ot les modes propres sont normés
par rapport a M ()_(;A:/I)?r = 1), et le vecteur des coordonnées normales associé | =

Mi,...,Mn)- Finalement, le vecteur des inconnues généralisées devient :
n — pr—
q(t) =) Xms(r) = XA(1)
s=1
L’équilibre du systeme s’écrit alors :

Mi+Ki=0<MXA(1)+KX7() =0

—=t
en multipliant a gauche par X et en tenant compte des relations d’orthogonalité :

— == = =l == 2

= == == ) )
X MX=1¢etX KX =Q?=diag|y,..., o]

on aboutit au systeme d’équations linéaires écrites en temps uniquement, ce qui se

traduit dans la base modale par les n équations normales découplées :

A +Q2q(1) =0 i, + o, =0, Vr=1,....n

dont chaque solution est harmonique (w* > 0) :

N, = O, cos W, + B, sinw,#
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ce qui conduit a :

(0ts cos @t + By sin gt ) X

=

q(r) =

=)
I
_

Les conditions initiales non-homogenes vont nous permettre d’exprimer les 2n in-

connues.

D=

n
q0 = (XSXS et qTO = Z BS(DSXS
s=1

1

1)
I

o et By apparaissent comme les coefficients de la décomposition de gy et o suivant
les modes propres. En fait, il est nécessaire, pour pouvoir les utiliser, de projeter ces
conditions initiales dans la base modale dans laquelle est exprimé dorénavant notre
probleme. En multipliant a gauche par X,’]\:/I, et en utilisant les relations d’orthogonalité,

ces coefficients s’expriment tres simplement en fonction des conditions initiales :
] A — CINIY
M go= ?:1 o X, MXs = Oy

et

X;Méo = Z?:] BS(DSX;EM s = Br(or,ur

Donc les coefficients s’expriment en fonction des conditions initiales projetées dans la
base modale :

<l

7 A X' Méa
o - XMay o XM

" o (3.2.6)

ce qui conduit finalement a 1I’expression de la solution de 1’équilibre :

"X XM " XXM .
g(t) = (Z 25 cos cost) go + (Z S sin(nst> q0 (3.2.7)

= = uso

2.2.1 Exemple de calcul modal : Pendule double avec masses ponc-
tuelles

Pour simplifier les calculs nous considérerons le cas du pendule double traité précédem-
ment (figure 1.3 reportée également page 68) avec cette fois-ci des masses pesantes
m = my = my situées aux extrémités des barres rigides de longueur ¢; = ¢, = 2¢. On
considérera des conditions initiales homogenes.

Le systeme caractérisant 1’équilibre linéarisé du pendule double s’écrit :

4¢ 20 0; N 2¢ 0 0| | O
20 2 02 0 g 0, 0
Les carrés des pulsations propres de ce systeme, réels positifs par construction,
sont :
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(Ro)

0; 1

=l
<«

FIGURE 3.2.1 — Pendule double constitué de masses ponctuelles

) V2
=1 2

Les masses et raideurs généralisé€es associées sont :

m =42 —V2)l w=42+V2)¢
Y1 =4g Yo =4g

En utilisant la projection dans la base modale (g = X 1(t)), le probleme est découplé.
Il faut au préalable former la matrice [X| de projection dans la base modale, a partir

des vecteurs propres :

V2 V2
RO O m@) ( _

qui s’écrit, en pré-multipliant par [X]" :
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XY MXT A} + X [K][XT{n} = {0}
ce qui conduit, compte-tenu des K et M-orthogonalités au systeme diagonal suivant

dont les coefficients sont les masses et raideurs généralisées :

2-v2)e 0 {m<r>}+ g 0 {m(t)}:{()}
0 24v2)e | | M200) 0 g | [ Mm@) 0

ou encore (mf,ur =)

H,(0) +n (02 =0, Vr=1,2

2.3 Décomposition modale d’un vecteur quelconque ou

d’une matrice

Le développement modal d’un vecteur ou d’une matrice carrée s’exprime en utili-
sant la méme démarche que précédemment, a la différence que les relations d’ortho-
gonalité ne sont par vérifiées pour un vecteur ou une matrice quelconque.

Considérons un vecteur X qui s’exprime dans la base modale (X;) : X =Y"_; 0, X;.
Les composantes 0 sont déterminées en projetant X dans la base, en multipliant a
gauche par X! M (Eq. 3.2.6 p. 67), ce qui conduit au développement :

XIMX
Ms =1 Ms

aS:

On a par exemple pour la matrice unité :

On peut également recourir a la décomposition dans la base d’inertie. Par exemple

pour exprimer les efforts, comme nous le verrons par la suite :

ce qui donne, en multipliant a gauche par un vecteur propre :

=
: facteur de participation modale de P

n J—
Z XIM Xy = Qritr = @ =

r
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2.3.1 Exemple : Pendule triple

Considérons le systeme représenté sur la figure 3.2.2, constitué de 3 pendules de
masse m et de longueur de bras /, reliés par des ressorts de rappel de rigidité k. La

pesanteur est prise en compte.

%
LY
FIGURE 3.2.2 — Pendule triple
L’équilibre du systeme s’écrit sous forme matricielle :
2 2 2 .
mgl + ki —kl 0 0, mé~ 0 0 6,
—k0> mgl42kI>  —kl? 0, p+| 0O mé* 0 0, p=
0 k2 mges k2 | L9 0 o0 me |0

Le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de ce systeme donne :

(

1
0)%:% ~ Xlz 1
\1 .
k [ 1
2_ 8 v, _
OJZ—Z—FE ~o Xz— 0
\_1<
3k 1
2_ 8 v _
(D3—Z+E ~ X3 = 1—2

\ Ve

On constate clairement (figure 3.2.3) que le premier mode propre correspond a un
mode de corps rigide, i.e. aucune déformation élastique n’est générée par ce mouve-
ment. Et en ’absence de gravité la pulsation associée ®; serait nulle.

On peut alors projeter le probleme dans la base modale. Pour cela faisons le chan-
gement de base g(t) = X (1) :

01(z) b n1(z)
{g}y =9 620) p= |1 0 =214 m) »=KXn}
03(2) 1 -1 1 n3(t)
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FIGURE 3.2.3 — Modes propres du pendule triple

en reportant ce changement de base dans 1’équation initiale en régime forcé (effort
F sinr appliqué a masse 1), et en pré-multipliant par [X]’, on aboutit compte-tenu des
K et M-orthogonalités, a des matrices diagonales caractérisant un systeme découplé

qui s’écrit dans le cas présent :

2
3m/l 0 0 i 3mgl 0 0 m Feinor
0 2mf* 0 M v+ | 0 2mglt 2k 0 m Y= Fsinor
0 0 eme? | T 0 0 6mgl+ 18k | L M3 Fsinor

2.3.2 Exemple de calcul modal : Systeme a 2 masses et ressorts de

rappel

Afin d’illustrer le calcul modal, on travaillera sur I’exemple introduit précédemment,
représenté a nouveau sur la figure 3.2.4, ou I’action de la pesanteur sera négligée devant
les efforts d’origine inertielle mis en jeu. Ce systeme unidimensionnel est composé de

2 masses m repérées 1 et 2, reliées par 3 ressorts de raideur k.

1 2
m m
\ -
; =\ *
xi(t) x(t)

FIGURE 3.2.4 — systeme élémentaire

Formulation du probleme [L’expression de 1’énergie cinétique pour ce systeme est
directe et s’écrit :
2T(S,ro) = m(x] +43)

L’expression du potentiel des efforts des ressorts se déduit de 1’expression du travail
élémentaire développé par ces efforts :
— action du ressort 1 sur la masse 1 : Fy, ., = —kx;

— action du ressort 2 sur la masse 1 : Fy,_,,,, = —k(x; —x2)
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— action du ressort 2 sur la masse 2 : Fy,_,,, = —k(x2 —x1)
— action du ressort 3 sur la masse 2 : Fy,_n, = —kxp

L’expression du travail élémentaire, et donc du potentiel est :
OMWyess = Fr1—>m16x1 +Fr2—>m16x1 +Fr2—>m26X2 +Fr3—>m26x2 (: _Svress)
= —kx10x1 —k(x] —x2)0x1 — k(xp — x1)0xp — kx20x2

(kx? +k(x2 —x1)* +kx3) (xi(t =0) =0)

Vress =

D= =

(3.2.8)
Dans ce cas tres simple, le systeme s’écrit sous forme matricielle :

m 0 % 2k —k x1 0
{ . }+ { }Z{O}@[M]{é]'}ﬂL[K]{Q}Z{O}
0 m A2 —k 2k X2

Calcul modal La méthode d’analyse modale consiste a utiliser la base formée par les
vecteurs propres pour exprimer le probleme de maniere plus simple. Il faut calculer au
préalable les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants, déduits en posant
la condition classique det ([K] — @*[M]) =0

k
0} = —
m
3k

)
0i="—
2 m

en reportant ces valeurs propres dans le systeme, on obtient les vecteurs propres cor-

_ 1 k
X| = pour @ = 4/ —
1 m
_ 1 3k
X, = pour ; =/ —
_1 m

On peut alors projeter le probleme dans la base modale. Pour cela faisons le chan-
gement de base §(¢) = XT(¢) :

)o@ | m@) |
{q}—{ () }— [{Xl}{Xz}]{ () }— [X]{n}

en reportant ce changement de base dans 1’équation initiale [M]{G} + [K]{q} = {F}

respondants :

en régime forcé (effort fi(z) appliqué sur la masse 1, et effort f>(¢) appliqué sur la
masse 2), et en pré-multipliant par [X] :
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(XTM]X] (A} + [X][K][X] {n} = [X]'{F}
on aboutit a des matrices diagonales compte-tenu des K et M-orthogonalités. On a

alors un systeme découplé qui s’écrit dans le cas présent :
Zm O [y N 2k 00 [ | A@+£0)
0 2m 12 0 6k n2 fit) = fa(t)
Ce qui se met bien sous la forme connue (w?u, = 7y,) pour les oscillations libres :
(O +M- ()Y =0, Vr=1,2

et en introduisant les facteurs de participation modale des efforts extérieurs ¢, pour

les oscillations forcées :

.. 2
T]r(f)+ﬂr(f)(°r:(Pr> Vr=1,2
en remarquant que les masses généralisées et raideurs généralisées, et facteurs de par-

ticipation sont ici :
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2.4 Réponse harmonique forcée

La réponse d’un systtme dynamique a une réponse harmonique forcée est es-
sentielle. En effet, dans les systemes réels (industriels), la connaissance explicite de
I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle est souvent impossible. On recourt donc a
I’identification expérimentale des propriétés vibratoires (modes propres de résonnance,
amortissement) et mécaniques des systemes. Pour ce faire, on peut solliciter le systeme
a I’aide de signaux harmoniques imposés. La réponse du systeme a ces excitations
permet d’en déduire les propriétés, qui peuvent d’ailleurs €tre sélectionnées en chan-
geant I’amplitude et/ou la fréquence de la sollicitation. De plus, les vibrations résultant
de I’apparition de balourds par exemple peuvent €tre atténuées par des excitations

extérieures agissant en opposition de phase (antirésonance).

Partons de I’équilibre du systéme soumis & une excitation d’amplitude F' constante

et de pulsation ® donnée :

M§+Kg=Fcoswt

Nous cherchons une réponse forcée en phase avec la sollicitation, soit § = X cos @z. En
substituant ce déplacement dans 1’expression de 1’équilibre, il vient :

(? _ c021\7> X=F (3.2.9)

ce qui conduit, si (K — *M ) est non singulier, a :

—\ 1

X = (?—mZM) F

— =\ —1
la matrice (K —w*M ) étant appelée la résolvante ou matrice des coefficients d’in-

fluence dynamique du systeme. L’élément ay;(?) de cette matrice est I’amplitude du
ddl q; lorsqu’une amplitude vibratoire unitaire de pulsation ® est imposée au dd! q; :

<: 2:>1 an(0?) ... ap(e?)
K—o'M =

A (©07)

Afin d’analyser ces coefficients d’influence, on peut utiliser la décomposition spec-

trale de la résolvante :

n
X — Z BSXS
s=1
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I'identification des [y se fait de maniére classique en multipliant (??) a gauche par X! :

Xt (K- M) o B X, = XiF

"By (RKX, - o

;M&):gF
Bs (Ys - 0)2,Us> =X{F (Vs = (‘)E,US)

Bs ((‘)gﬂs - 0)2,US) =X{F

B, — X;F
T (0 - 0?)
_ X X! _
soit | X = ?:1 ZS—SZF
(ms —® ):us

On notera que le produit X;X! génére un tenseur d’ordre 2, ce qui est cohérent avec la
représentation matricielle de la résolvante introduite précédemment.

Il faut également noter que dans les systemes réels, des modes de corps rigides
peuvent exister. La décomposition doit donc prendre en compte ces modes, et devient

pour m modes rigides i; :
_ m n—m _
X=Y o+ Y BsX;
i=1 s=1

ce qui conduit a I’expression modifiée en conséquence des coefficients d’influence

dynamique :
1 & i 1 &kt o xkx!
o= —— 1 = akl(wz) = —— L1 —|— §°8 (3210)
Y w? ,:Z{ Wi @? ,:Z{ Mi s:Zi (0F — 0?) g

rieme

avec la notation indicielle uf désignant la k"™ composante du i vecteur i.

2.4.1 Analyse en I’absence de modes rigides

Si le systeme ne possede pas de mode rigide, la résolvante tend vers I’inverse de
la matrice de rigidité (?7 ) lorsque la pulsation d’excitation ® tend vers 0. On re-
trouve donc un probleme de statique tout a fait classique. On peut introduire dans ce
cas la matrice des coefficients d’influence statiques dont les termes sont définis par
décomposition spectrale de la matrice K:

L XX
8=y, P (3.2.11)

On remarque alors que les coefficients d’influence dynamique (3.2.10) sont directe-

ment proportionnels aux coefficient d’influence statiques, a un facteur multiplicatif

2 _1 . o b P N
(1 — %) prés pour chaque rang s. On note immédiatement que le phénomene de

S
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résonance (®> = ®?) se traduira par une amplification de tous les coefficients d’in-
fluence statique qui tendront vers I'infini dans les systemes conservatifs considérés
jusqu’a présent.
Observons un coefficient diagonal ay(w?), il posséde la propriété fondamentale
suivante :
dag. i (x¥ )2
do? (@2 — @)y

s=1

>0

Les coefficients diagonaux de la matrice des coefficients d’influence dynamique sont
donc des fonctions strictement croissantes de la pulsation d’excitation ®. Les pulsa-
tions de résonance faisant tendre les coefficients d’influence dynamiques vers 1’infini,
fonctions strictement croissantes de la pulsation, il existe des pulsations pour lesquelles
ces coefficients vont s’annuler. Ainsi, entre 2 pulsations de resonance successives ©,

et ®,1, il existe une pulsation d’antirésonance que 1’on notera 0)’,‘
k
(Dr < Os)r < O)r+1

et qui dépend du dd! k uniquement, contrairement aux pulsations de resonance qui
affectent tous les dd!. Ceci est parfaitement illustré sur la figure 3.2.5.

4 Qg (LD:)

4

FIGURE 3.2.5 — Coefficient d’influence dynamique principal pour un systeme

dépourvu de modes rigides.

Les pulsations de résonance ®y sont des racines du terme a(®), qui peut s’ expri-
mer en fonction des coefficients d’influence statique. On montre que ce terme diago-
nale d’influence dynamique s’écrit comme le rapport de 2 polyndmes, le dénominateur

étant de degré n en ®” et le numérateur de degré n — 1 en ®°. Les racines du dénominateur
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k)2 .

| (1— (%)j
aEa)

2.4.2 Application au systéeme de 2 masses et ressorts

étant ®7 et celles du numérateur (®

i (0%) = gk

Reprenons I’exemple du systeme composé de 2 masses reliées par des ressorts,

présenté sur la figure 3.2.4.

Coefficients d’influence dynamique La résolvante peut étre calculée directement a

partir des matrices de masse et de raideur identifiées précédemment :

2k — ®*m k
Z <? 2ﬁ> -1 3k2 — 4ko’m + 0*m?  3k? — 4ke*m + o*m?
= —® =
k 2k — o*m

3k? — 4ko’m + 0*m?  3k? — 4ke’m + o*m?

Ces expressions se retrouvent également en utilisant la forme générale des ay; proposée

en (3.2.10) pour un systeme sans modes de corps rigide :

xkx!
akl(co2) — Z s s

Par exemple :

an (@) = ! + 1
(0f —0)u (05— )
1 0} + 0} —20?
2m w%oi%k— (] + o)) + o (3.2.12)
1 w200
2m 3K 2 dk b
2k — w’m

3k? — 4kw?m + w*m?

Calculons les coefficients d’influence statiques d’apres (3.2.11), on obtient :

2,2 2 0
W]+ w; 0]—0;

> 2 09
W] —w; O]+ 0;



78 Modes normaux de vibration

Réponse fréquentielle Afin d’observer la réponse du systeme, supposons qu’on ap-
plique les efforts suivants harmoniques :

F:{ F cosmt }
0

Comme indiqué dans le cours, la réponse recherchée est supposée harmonique et en
phase avec la sollicitation. Cette hypothese est une premiere approximation et se jus-
tifie soit compte-tenu des conditions initiales supposées homogenes, ou bien parce

que seule la réponse en régime permanent (plus d’effets des conditions initiales) est

considérée :
_ _ X, X! _
7 = Xcosot=Y"_ B.X or=Y" —5% _ Fcosot
q cos Yo BsXscos = (o — o), cos
1 1 { F } 1 -1 { F }
xl(t) = bl ’ cos ¢ + ! | CcOos f
o) [ 2m(e?—o?) 2m (03 — @?)
F 3 1
F 1 1 6k < T
2m\ @ —? @2 — 2 coser -2 ' =
B 1 2 B ] >
F 1 1 o
— cos
2m \ 0} —?  ©)—? F 3 1
6k 0 0
l—— 1-—
\ o7 0
(3.2.13)

On notera que les n— 1 pulsations d’antirésonance sont bien les racines du numérateur

des coefficients d’influence dynamique. Ici, le systeme possédant 2 ddl, il existe une

seule pulsation d’antirésonance qui peut étre calculée en partant de (3.2.12) ou (3.2.13) :

1 k
o] = \/E(Q%JF(’J%) =2 p

L’ évolution des deux composantes du vecteur déplacement solution est représentée
sur la figure 3.2.6 en fonction de la pulsation d’excitation extérieure. On voit claire-
ment que pour les 2 pulsations de résonance ®; et ®;, le phénomene de résonance
apparait pour les 2 ddl, tandis que pour la pulsation d’antirésonance 0){, I’amplitude
de x(t) seule est nulle. On retrouve également les inégalités énoncées dans le cours

pour des systemes a n ddl :

k k k
0 <Ol <0 \/n—q <\/§VZ<\/§VE

cos @t

COoS 0¢
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Xi

F/6k

-10+

-20+

-30-

FIGURE 3.2.6 — Réponse fréquentielle du systtme a 2 masses.

2.4.3 Systeme possédant des modes rigides

Dans le cas d’un systeme de taille n possédant m modes rigides, il y a autant de

pulsations d’antirésonance que de résonance :
=0 k
O (=0) <@, < Opig ... < Oppy

Ceci apparait tout a fait clairement sur le figure 3.2.7.
Lorsque la pulsation d’excitation tend vers 0, c’est-a-dire quand les modes de corps

rigides sont seuls sollicités, les coefficients diagonaux deviennent :

lim % ay(0?) = Lo

@2 —0 Tk
ou [y est I'inertie apparente du systeme lorsqu’on le sollicite suivant le dd! gy. Fi-
nalement, les coefficients diagonaux d’influence dynamique s’écrivent non plus en
fonction des coefficients d’influence statique, mais en fonction des inerties apparentes,
représentant la modification d’inertie induite par la prise en compte des modes de corps

rigides :
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FIGURE 3.2.7 — Coefficient d’influence dynamique principal pour un systeme

possédant m modes rigides.

2.5 Réponse a une sollicitation quelconque extérieure

Soit p(t) une excitation extérieure connue en fonction du temps. On s’intéresse

maintenant a la réponse transitoire régie par les équations d’équilibre linéarisées :

MG+Kg= p(r) avec G(0) = go et ¢(0) = go donnés

Exprimons la réponse g(r) dans la base modale : G(r) = Y7, M;(¢)X;. Cette solution

conduit a la nouvelle expression de I’équilibre
n [ — n [ — -
Y () XM + ) (1) XK = P(t)
s=1 s=1
soit en multipliant & gauche par X!, et compte-tenu des relations d’orthogonalité :

(e +M,(0) Y = X p(1)

soit

)+ @i () = 0.0 = 2 o1,

avec ©,(t) le facteur de participation du mode r a I’excitation. Les équations obte-
nues sont dites équations normales, elles montrent qu’en 1’absence d’amortissement,
I’étude des oscillations forcées d’un systeme a n degré de liberté se ramene a celle de
n oscillateurs élémentaires découplés et excités par des forces extérieures. Ce concept
sera par la suite étendu aux systemes amortis dont I’amortissement peut se mettre sous

forme diagonale.
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2.6 Fonction de transfert

Nous avons vu que la résolution de 1’équilibre du systeme en régime forcé peut se

faire, de maniere découplée, dans la base modale :

M3+Ra—plr) avecdt) = Y. (0%,
s=1

Les nouvelles expressions des équations d’équilibre peuvent, comme dans le cas de
I’oscillateur élémentaire, €tre résolues en utilisant les transformées de Laplace. Po-

P(s) = L(p(t)): Q(s) = L(q(t)) : H(s) = L(T(1))

Dans le cas de conditions initiales homogenes, on a :

£ (10 + o, = 0, = 220
) "

s?H,(s) + 02 H,(s) =

X B(s)

r

Hr

d’ou I’expression de H,(s) :

H (5) = _XLPO)

= — 5+ 2.14
pr(s* +o7) © :

Le développement modal de la réponse recherchée doit également étre exprimée

dans I’espace des transformées de Laplace :
n _ _ n a
L] g(t)= an<t)Xr — 0(s) = ZHr(S)Xr
r=1

d’ou on tire I’expression de la matrice de transfert ﬁ(s) al’aide de (3.2.14) :

L wn XIP(s)
o)=Y _, mxr
\I%
) - n xkx!
O(s) =H(s) P(s) avec Hy(s) = r; m

qui relie la transformée de Laplace de la réponse a la transformée de Laplace de 1’ex-
citation.

2.6.1 Analogie avec I’oscillateur élémentaire

On remarque que la relation établie ci-dessus pour H,(s) (3.2.14) posséde une

forme analogue a la fonction de transfert établie dans la partie 1 de ce document pour
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I’oscillateur élémentaire. On rappelle que dans ce dernier cas 1’équation d’équilibre

écrite sous forme canonique était (1.3.3) :

() + 2ei(1) + 02u(r) = le )

et la fonction de transfert correspondante pour des conditions initiales homogenes et

un amortissement nul (¢ =0) :

1

U(s) = F(s)m =F(s)H(s)

On note alors clairement les similitudes entre ces 2 fonctions de transfert, la premiere
(3.2.14) étant une généralisation pour un systeme a n dd! du résultat établi sur I’ oscil-

lateur élémentaire a 1 dd|.

2.6.2 Signification physique

On consideére une impulsion de Dirac 8(¢) appliquée au j*™ ddl du systéme, soit

le vecteur impulsion, et sa transformée de Laplace :

0 0
pe)y=1 8@) |j—=Pls)=| 1 |/
0 0

La transformée de la de la i®™ composante du vecteur inconnu s’écrit :
n
Qi(s) = ) Hij(s) Pj(s) = Hij(s)
j=1

Conclusion, le terme H;;(s) est la transformée de Laplace de la réponse du i ddl

lorsqu’on excite le j™ ddl du systéme avec une impulsion unitaire.

2.6.3 Domaine temporel

Comme dans le cas de I’oscillateur élémentaire, la fonction de Green (temporelle)
correspondant & H (s) est la transformée inverse dans 1’espace réel. Notons G;;(1) la
réponse temporelle du i ddl lorsqu’on excite le j*" ddl du systéme avec une im-

pulsion unitaire. On a, en utilisant les tables de transformées inverses :
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et

70 =G+ p) = |at0) = [ Gu—vpac= [ Glopa -

On retrouve ici la définition de I’intégrale de convolution ou intégrale de Duhamel,

telle que présentée dans Annexes - Chapitre 2, étendue au cas des systemes a n ddl.

2.6.4 Application au systéme a 2 masses + ressorts

La réponse temporelle peut également étre établie en passant par les transformées
de Laplace. Dans le cas de conditions initiales homogenes, la fonction de transfert
est connue, et ainsi la fonction de Green en est déduite. Par rapport a 1’approche
précédente, la forme de la réponse n’est pas posée a priori.

D’un point de vu calculatoire, on notera que les termes de chaque rang dans la
somme de G ont une forme similaire aux termes de la somme définissant le tenseur

des coefficients d’influence statiques g (3.2.11). Dans notre cas, le tenseur G s’écrit :

= X X! XXt .
Gt) = 7'y, % =YY" |~ Lsinw,t
pr (5°+ 07) r O
sin ¢ 4 sinMyt  sinMif  Sin Myt
F 01 Q)] 0 [O))

2m | sinw;r  sinmot sin0)1t+sin0)2t
(O] 2 (O] 02

Compte-tenu du chargement choisi (f}(t) = F cos ot et f>(¢) = 0), la réponse tem-
porelle x; (¢) va dépendre exclusivement de Gy :

60 = T [ Gyt —of@dr
— %/OIGH(I—T)FCOSO)’CCZT

F ¢ . _ 1 —_
_ _/ <Sln031(t T>+Smw2(t T))Fcos(mtd‘t
2m Jo

(O]] (0))
F [cosmt —cosm®;r cosmt — cos Wyt
- 2m 0} — @2 3 — 02

La réponse x| (1) peut encore se mettre sous la forme d’une somme d’un terme en phase
avec I’excitation extérieure x’l’ (t) et d’un terme dépendant des pulsations propres du
systeme x4 (1) :

0 F cosmt 1 n 1 n F [ cosmt n COS !
X = -
! 2m \ ot —0? oF-—o? 2m \ @07 — 0 0 —o?

N J/ N J/
-~ -~

Xy (1) + X (1)

On constate que la réponse temporelle complete (figure 3.2.8) est différente de

la forme proposée précédemment, et qui se limitait a la réponse xf (t) en phase avec
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I’excitation, et était utilisée pour caractériser les phénomenes de résonance et d’an-
tirésonance. On vérifie en effet que le premier terme de la réponse en ¢ ne suffit pas a
satisfaire la condition initiale de déplacement nul. Ce qui est par contre le cas pour la
réponse calculée par les transformées de Laplace qui inclue des composantes harmo-
niques de pulsations ®; et ®; modifiant la réponse a tout temps ¢ ultérieure a 7o = 0,

mais permettent d’avoir x;(0) = 0.

Xi
E2m

-10-

FIGURE 3.2.8 — Réponse temporelle x; () du systéme a 2 masses.

Il faut ici replacer les 2 types d’approches dans leur cadre respectif. L’analyse
"fréquentielle’ de la réponse forcée menée précédemment et dans laquelle ont été in-
troduits les concepts de coefficients d’influence dynamique, est essentiellement une
approche de type 'RdM’. Cette approche est principalement destinée a identifier les
pulsations propres et d’antirésonance, notamment a partir d’excitations harmoniques
contrdlées dont la fréquence est la variable principale. Les amplitudes étant pour leur
part mesurées en fonction de ces fréquences plus qu’en fonction du temps. Finale-
ment, les amplitudes sont rarement étudiées, du moins dans le cadre restrictif des
structures conservatives. Par contre, 1’approche par les transformées de Laplace est
beaucoup plus générale et prend en compte les amplitudes des réponses forcées. Toute-
fois, ces réponses incluant les pulsations de résonance dans des fonctions non-linéaires
du temps, il semble dés lors plus complexe d’identifier ces pulsations en mesurant les

amplitudes des déplacements. Ces 2 approches sont complémentaires.
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Meéthodes variationnelles de
caractérisation des valeurs propres
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3.1.2  Application au pendule double avec masses ponctuelles. . . 91

3.2 Modes et fréquences propres de vibration d’un systeme soumis

a des contraintes : principe de monotonic . . ... ........ 94

Les pulsations propres du systeme, et les modes propres associés, ont été jusqu’a
présent caractérisés par la résolution d’un probleme aux valeurs propres formulé a
partir de la linéarisation des énergies autour d’une configuration d’équilibre. Bien
évidemment, la connaissance de ces valeurs propres est essentielle dans 1’étude dy-
namique d’un systeme, d’une part c’est un préalable au calcul dans la base modal,
et d’autre part les phénomenes vibratoires critiques tels que la résonance dépendent
principalement de ces valeurs propres. Comme on s’en rend compte, le calcul de ces
valeurs propres nécessite de résoudre des problemes qui deviennent tres rapidement

imposants.

Analytiquement ou numériquement, ces calculs sont cotliteux. C’est pourquoi d’autres
méthodes ont ét€ mises au point pour calculer ces grandeurs caractéristiques. Nous
présentons une de ces méthodes, tres utilisée analytiquement : calcul direct du quo-
tient de Rayleigh et calculs par récurrence a partir de ce quotient. Numériquement,
des algorithmes spécifiques, souvent itératifs, existent pour I’extraction de ces valeurs
propres : méthode de la puissance, vecteurs de Ritz, méthode de Lanczos, suites de

Sturm, ...
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3.1 Le quotient de Rayleigh

Rappelons le principe de Hamilton (2.2.9) établi pour un systéme conservatif :

5] _
d [ (T(g,4,t)—V(g)dt =0 B} |
1 avec T(q,q,t) = Eq'th et V(q) =

8q(t1) = 8q(t2) =0

§dKq

Dans un mode propre, les coordonnées généralisées vibrent en phase comme nous
I’avons vu précédemment, d’ou le calcul des énergies se développant pour chacun de
ces modes propres :

g=Xcos(t+0) (~g§=—0Xsin(wr+@))
4

1 _ =
T = EmZX’MX sin? (@f + @) = Tyay sin® (0t 4 @)

1. =_
V= EX’KX c0s? (@t + @) = Vyax cos? (ot + ¢)

Les variations de ces quantités dans 1’énoncé du principe de Hamilton (2.2.9) rap-
pelé ci-dessus proviennent des variations spatiales uniquement, le principe de Hamil-
ton étant équivalent au PPV intégré dans le temps. En conséquence les variations se
calculent aisément : 8 = 8X cos (@ + @). De plus, 87 doit vérifier les conditions de
nullité en#; et ;. On peut choisir par exemple : 07 +@ = —7F et 7, +¢@ = 5. Calculons
les intégrales :

n _ 21 —cos2(wt+ 1
3103, =8 (T, |+ = (1310)8 (T,
1

n

15 15
(@) =8V, [ o +)

1
; 5 dt = 3 (2 —11)  Vinax)

3]

Le principe de Hamilton s’écrit alors sous la forme suivante, dite principe de Ray-
leigh :

O (Tnax), = 8 (Vinax), | Principe de Rayleigh (3.3.1)

Les équations du mouvement découlent de ce principe que doit satisfaire chaque mode
propre :
(K-o™M)X =0

Comme nous 1’avons précédemment indiqué en début de cette troisieme partie, du fait
de la convexité et la symétrie de 1’énergie potentielle et I’énergie cinétique, la pulsation

solution de ce probleme est positive, elle est appelée quotient de Rayleigh et s’écrit :

=
ol
i

W = (3.3.2)

>
=<l
S
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Au vecteur propre X, correspond exactement (cf eq 3.2.4) :

Lorsque I’on forme le quotient de Rayleigh, en commettant une erreur du 1¢” ordre
sur le vecteur propre X, : X = X, + €3, on commet une erreur du 2" ordre sur la valeur
propre associée ®2. Le quotient de Rayleigh est stationnaire au voisinage d’une valeur
propre du systeme. Ce résultat est tres intéressant dans la pratique, tant du point de vu

analytique (approximations) que du point de vu numérique.

Le quotient de Rayleigh est le point de départ d’une procédure variationnelle de
détermination des pulsations et modes propres par récurrence qui aboutit au résultat

suivant : La 7™ valeur propre 03% et le vecteur propre X, correspondant sont la valeur
=

minimale et le point minimum de la fonction o’ = ———— dans le sous-espace ortho-
X'MX

gonal aux (r— 1) premiers vecteurs propres {X/X]’. MX;=0,Vj=1,....,r— 1}.

Ceci s’applique également aux cas continus et se généralise a la méthode de Rayleigh-
Ritz. Le principe est de choisir un vecteur déplacement approché et de déduire par des
itérations successives les valeurs et vecteurs propres associés. La convergence de la
solution est d’autant plus rapide que le vecteur ’test’ est proche de la solution exacte.
On prend généralement comme vecteur de départ la solution en statique du probleme.
Cette démarche est illustrée dans I’exemple ci-dessous pour un systeme discret, et sera

également utilisée pour les milieux continus de type poutres dans la 4" partie.

3.1.1 Recherche itérative des modes et valeurs propres

Le principe de Rayleigh peut étre mis en ceuvre dans les meilleures conditions dans
les systemes ou la réponse statique est connue. C’est le cas de nombreux problemes,
notamment dans les milieux continus. Nous verrons ces applications par la suite. Les
pulsations propres sont recherchées simplement en prenant une approximation du mode.
Cette approximation est utilisée pour calculer 1’énergie cinétique et 1’énergie poten-
tielle, le rapport de ces 2 grandeurs formant le quotient de Rayleigh. La pulsation étant
d’autant mieux approchée que le vecteur déplacement approximé est proche du mode
propre correspondant a la pulsation.

La recherche itérative décrite ci-dessous peut, par contre, étre mise en ceuvre dans
les cas généraux. Cette recherche étant numérique, on commet des erreurs d’approxi-
mation. Compte-tenu de ces erreurs, on met en ceuvre 3 étapes différentes : la re-
cherche de la plus petite valeur propre, la recherche de la plus grande valeur propre, et

la recherche des valeurs intermédiaires. Nous 1’appliquons ici au pendule double avec
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masses ponctuelles traité précédemment. On réécrit le probleme de base :

KX —*MX =0 (3.3.3)
—1=_ _ —
M KX =X ou encore K MX=-—=X

cette relation est valable quelles que soient les pulsations propres et les vecteurs propres
associés. Cherchons donc les différentes pulsations propres ®; et les vecteur propres
associés X;. Prenons le premier vecteur d’essai X (1)> I'indice (1) indiquant qu’il s’agit
du vecteur déplacement obtenu a I’itération 1, formé d’une approximation dans la base
modale :

X(l) :C1X1+C2X2—|-... (3.3.4)

avec C1,C,,. .. des constantes.

Recherche de la plus petite pulsation

Introduisons cette approximation (3.3.4) dans I’équilibre linéarisé (3.3.3) , en uti-
:—l pr—

lisant le tenseur D=K M appelé le tenseur dynamique :
EXI(I) = ClﬁXl —FCzﬁ)_(z +...

1 - 1 -
= C1—2X1 +C2—2X2+...
7 9]

Prenons un vecteur d’essai X 1(2) proportionnel a I’approximation (3.3.4) de X telle

que :

~ 1 _ 1 -
Xl(Z) :Cl(x)_%Xl —f—Cz(D—%Xz—{—...

ce qui conduit finalement a 1I’approximation de ce second vecteur d’essai :

1 =_ 1 =_
DXI(Z) = Clm—%Dxl-l—Czw—%DXz-i-...

1 - 1 -
= O ZX1+G—7X+. ..
oy ;)

En répétant ce processus, un nombre suffisant de fois, on arrive a :

== 1 == _ 1 == _
DXl(n) = C———DX1+C——=DXp +...

20T 20T
1 -
~ X1 carmy <my <...

2n
0
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Le nombre d’itérations est d’autant plus petit que ®; est différent de ®;. Comme
nous recherchons la plus basse pulsation propre, on sait que le quotient de Rayleigh

formé par le rapport des itérations successives est :

== 1 — ==
DXl(n) ECIWX1 et DXl(n+1) 2C12—
+1 =S
0 031(n : DX (n11)

Dans les itérations, on commet des approximations sur les vecteurs propres, et donc sur
les pulsations propres mais d’un ordre inférieur, c’est d’ailleurs I’intérét de I’ utilisation
de Rayleigh. Apres un nombre suffisant d’itérations on tend vers :
— 1 ~
DXl(n) ~ C| ~5n Xl(n) (336)
@)

On s’arrangera pour ne pas conserver dans les itérations successives le rapport %
_ 1

Dr’ailleurs, I’approximation de X7, apres un nombre suffisant d’itérations, doit conduire

a une décomposition modale du vecteur d’essai uniquement en fonction du premier

mode, soit C; = 1 dans I’expression (3.3.4). Comme seul le rapport entre les approxi-

mations successives est essentiel, I’approximation a)gl est prise égale a 1 a I'itération

1(n)
(n+1), donc apres (n—+ 1) itérations on tend vers I’inverse de la pulsation recherchée :

C n)—(n C 1
a)zl e ~2(n1+1) 7
1(n) Oy (n+1) 1(n+1)

(3.3.7)

Le systeme de départ de la détermination par itérations des valeurs et vecteur

propres est donc :

. == l
d’apres (3.3.5) DX1(n)§ = DXy
1

12

et d’apres (3.3.6)

et finalement, d’apres (3.3.7) :

= X (1) (3.3.8)

Recherche de la plus grande pulsation

Contrairement a I’approximation de la plus basse pulsation, on partira ici du systeme
= 1 ==

inverse, écrit en utilisant le tenseur statigue D =M K. Ce qui conduit en utilisant

I’approximation du déplacement (3.3.4) a :

o

D X, ~ oy X avec @] < W < ... < Oy
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d’ou

— =0, (3.3.9)

D X,
La remarque concernant C; = 1 peut étre faite concernant la constante C,, = 1, le
vecteur d’essai se décomposant au finale uniquement en fonction du dernier mode X,..
L’expression de départ des itérations de recherche des plus hautes pulsations est basée

sur :

1~ — 1~

D Xyuiy = D X, dapres(33.9)

m

~9 =
= wm(n+l)Xm(n+1)

et s’écrit donc :

—1= . ~
Xt 1) = Oy 1y X 41) (3.3.10)

]

Convergence vers les pulsations intermédiaires

Une fois déterminé un des modes X; et la valeur propre associée ®;, on sait que le
nouveau vecteur d’essai X(1) doit étre K et M-orthogonal a ce vecteur propre. Ceci per-

met d’écrire pour le nouveau vecteur d’essai, par exemple en utilisant la M-orthogonalité :

Ce qui permet d’exprimer la forme générale des vecteurs d’essais a construire a chaque
rang d’itération. On obtient une relation de la forme :

2 ~n

Cllj\(/(]]) +C12X(]) ++Cln)_((]) =0

! ci2 3! Cln 3"

ol X j(p) est la coordonnée i de I’approximation X, du vecteur propre de rang r obtenu

a I’'itération p. Ce systeme se met sous forme matricielle :

[ _Cin 7]

X! cii 0 cn X!
(1) (1)

32 0 1 0o ... 0 32
X = m \ _ .. (1)
(1) — . = : - 1 0 .

X X
(1) 0 0 1 (1)

[S1]

Le nouveau systeme dérivant de 1’équation (3.3.3) initiale prend en compte cette

relation de M-orthogonalité :

D181 X}y = o (XD
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ces relations convergeant vers {X,} et ;. Le vecteur d’essai a I’itération 3 doit étre a
son tour K et M-orthogonal, ce qui permet de déterminer [S3].

Ces calculs s’automatisent sans probleme. Les estimations des n valeurs et vec-
teurs propres d’un systeme a n ddl conduisent a n — 1 systeéme [S];. En fait le dernier
de ces systemes, [S],—1, ne présente pas d’intérét puisque les conditions de M ou K-
orthogonalité conduisent a déterminer de fagcon unique 1’expression du vecteur propre.
La pulsation propre est alors directement connue a partir de 1’expression de ce vec-
teur propre. Il faut noter que dans la réalité, le dernier vecteur propre ne sera jamais
recherché car les erreurs numériques augmentent avec le rang des valeurs et vecteurs
propres. On déterminera plutot ces dernieres valeurs en partant de la plus grande pul-
sation. On notera également que les systeme continus posseédent une infinité de ddl
auxquels correspondent une infinité de valeur propres, si bien que ce probleme ne se

posera jamais en pratique pour les milieux continus.

3.1.2 Application au pendule double avec masses ponctuelles

Recherche de la plus basse pulsation

= :—1 =
Calculons la matrice dynamique D = K M dans notre cas :
0

8 4 1|21

Bl

oo | ~
)

1
5 4 4 8§12 2

Le systeme de départ de recherche itérative des pulsations les plus basses et des vec-

teurs propres associés s’écrit en partant de la forme de 1’expression (3.3.8) :

X2 g @ X2 o
22 L)) (1) U2 ) ()

Pour débuter les itérations, on forme par exemple le vecteur d’essai unité. La premiere

itération permet de constituer DX 1(0)> ce qui donne le premier couple (X 1(1),63%(1))
dont le produit est égal a cette quantité. On peut normer ce produit, par exemple par le
sup(|X!|), ce qui conduit a la valeur propre associée. La seconde itération débute avec
ce couple, et le processus est répété jusqu’a obtenir la convergence du systeme. Les
calculs conduisent a la suite de valeurs propres et vecteurs suivants :

e g 3 1 g 3 1 0,75
térationl =|D|{X = =—2 =
. . 1 g 2,5 1 0,714
itération 2 = =

~2

1) l{ 3,5 } 0’286{ ! }
ération 3 1 2,429 1 0,708
itération —_— =
) 3,429 0,292 | 1

e 1
itération4d ——

3
{ 2,417 } 1 { 0,707 }
w ! | 3.417 0,293 | 1

e

~10

=2
o5
=2
o5

~10
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Les résultats de cette recherche par itérations sont a comparer aux valeurs exactes
calculées précédemment analytiquement :

~ =z 0,707
Approximations @7 = 0,293 % X, = { 1’ }
2 _ V2
Solution exacte ® = | 1 — _\é_ % X = l2

On notera la tres bonne précision obtenue a partir de ces calculs. En effet, a la se-
conde itération I’erreur commise sur la pulsation est de moins de 2,5% et a la troisieme
itération I’erreur est de 0,4%. En ce qui concerne le vecteur propre associé, trois ou

quatre itérations suffisent pour en obtenir une approximation raisonnable.

Recherche de la plus haute pulsation

1

1=

Dans notre exemple, les calculs de la matrice statique D =M K, conduisent

(%

ST

DI~ = ' k] = % -$ Ga.12)

Le systeme de départ de la détermination par itérations des valeurs propres les plus
élevées et des vecteurs propres est donc, en partant de (3.3.10) :

Pour débuter les itérations, on forme de nouveau le vecteur d’essai unité. Les calculs

conduisent  la suite de valeurs propres et vecteurs suivants (normés par le sup(|X!|)) :
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0,5 I 0,5
itération1 —[D]"'{X = = —w3(1 ’ =0,5
o - 0% =t 0 1o

s I 1
itération2 —®3(2) {

itération3 —m5(3)

[ - 1,25 0,714
itérationd —m3(4)¢ =1,75¢ 7
g —1,75 -1

[ . 1,214 0,708
itération5 —®3(5) =1,714
g —1,714 ~1
[ . 1,208 0,707
itération6 —®3(6) =1,708
~1,708 1

. I, 1,207 0,707
itération7 —m5(7) =1,707

La derniere valeur propre (T)% et le vecteur propre correspondant X, sont donc

déduits de ces calculs. Ces grandeurs sont a comparer aux solutions exactes obtenues

précédemment :
~ = 0,707
Approximations (x)% =1,707 % X, = { ’1
2 ) V2
Solution exacte @3 = (1 + \/7—> % X = { 21

Ici encore la précision est tres bonne, puisqu’a la quatrieme itération 1’erreur commise

sur la pulsation est de moins de 2% et a la cinquieme itération I’erreur est de 0,4%.

Recherche des valeurs intermédiaires

On applique cette recherche des valeurs intermédiaires dans 1I’exemple du pendule

double dans un but uniquement pédagogique, puisque les deux seules valeurs propres

sont d’ores et déja déterminées dans notre systeme a deux dd|!.

Pour calculer la seconde pulsation propre et le vecteur propre associé, on utilise les

relations de M ou K-orthogonalité que doit vérifier le second mode propre par rapport

a la solution que nous venons de trouver. On peut former la matrice de passage telle
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que ce nouveau vecteur des inconnues soit M-orthogonal a X :

(5} o 3} o

x1 ' | 8me* 4me? 0.707
RS ’ =0
X3 4me*  dme? —1

o~ 4(1.414 —1 N _ (3.3.13)
& <X)LX7 > (1, . X7 =—0,707X,}
4(0,707 — 1)
%) (57 0 0,707 X}
Xy =[81]X, = "
0 1 X3

A partir de cette relation, on forme la matrice de changement de vecteur d’essai [S1],
qui est injectée dans la relation de base des itérations qui devient la nouvelle ma-
trice du systeme permettant de déterminer les caractéristiques propres. Par exemple en
considérant le probleme de la plus grande valeur propre :
» » 1 LT[0 0707
D7 151 = M]7T[K]I1] = 2 =
-1 1 0 1

g |0 0.207
!

0 0,293
Dans notre systeme possédant 2 ddl, la démarche systématique de formation des

vecteurs d’essai s’interrompt dés [S;], correspondant a la recherche de la seconde va-

leur propre (3.3.13). De cette relation, on tire directement le vecteur en normant par le

sup(|X|), et la pulsation propre correspondante calculée a partir de la matrice statique
(3.3.12):
~ = 0,707
Approximations (z)% =0,293 § X = { 1’ }
2 i} V2
Solution exacte 0)% = (1 — \/7—> % X = { 12 }

3.2 Modes et fréquences propres de vibration d’un systeme

soumis a des contraintes : principe de monotonic

Il s’agit ici de prévoir la modification du spectre des fréquences en présence de
contraintes cinématiques supplémentaires. Il peut en effet étre intéressant de connaitre
I’influence de la modification d’une liaison cinématique sur la répartition des pulsa-
tions propres, ceci dans le but par exemple de décaler le spectre des fréquences, ce qui
peut contribuer a éviter la résonance.

Imposer une contrainte a un systéme revient a prendre en compte une équation

supplémentaire du type :
f(q17"'7qn) :O
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compatible avec la position d’équilibre f(qi(r =tp),...,q,(t = t9)) = 0. Comme il
s’agit d’étudier les oscillations de petites amplitudes autour d’un configuration d’équilibre,
comme pour les énergies on peut linéariser la contrainte autour de cette configuration

d. prise nulle pour simplifier :

f(%w-acln):f@)\q:()"‘vﬂqzéq iﬁf\q:(’):()

Le nouveau systtme posséde maintenant (n — 1) degrés de liberté, donc (n — 1)
valeurs et vecteurs propres que 1’on peut distinguer par le signe :

2 52 2

0<0;< ... <0,

X_17X27...,Xn_]
Il est évident que m; étant le minimum du premier quotient de Rayleigh, en 1’absence
de contrainte, le fait de prendre en compte une contrainte ne peut conduire qu’a un
nouveau minimum ®; non inférieur a ®; (1 rigidité). On démontre qu’il en est de

méme pour les quotients de Rayleigh récursifs :

@ <07 <. <op

ce qui se généralise au cas ol m contraintes sont imposées au systeme :

0’ <0< ... <o’

r+m

Application au pendule double avec masses ponctuelles On reprend I’exemple
introduit précédemment avec cette fois-ci, I’articulation entre les 2 barres bloquées.
Ceci correspond a 81 = 0,. On trouve alors sans difficulté 1a nouvelle pulsation propre
du systeme contraint, qui vérifie les inégalités énoncées ci-dessus. L’énergie cinétique

et le potentiel deviennent :

2T = 20m(*@? et 2V = 6mgl0

2 3¢ N
W = —10—£ =0 ~1 225\/;
,54 <(;)_122 <(o_1

ce qui conduit a

Soit :
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Oscillations amorties des systemes a n
degrés de liberté
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Dans toutes les structures réelles, il y a dissipation de I’énergie du systeme. C’est
d’ailleurs cette dissipation qui permet d’éviter que les phénomenes de résonance ne
conduisent systématiquement a la ruine des structures. Pourtant la prise en compte
de cette dissipation présente des difficultés, essentiellement lors de la résolution des
équations d’équilibre.

Comme nous I’avons vu précédemment, la projection dans la base modale per-
met de découpler ces équations qui régissent 1’équilibre et la stabilité du systeme.
La prise en compte de la dissipation proportionnelle aux vitesses (D = %q_t E’q_) va
conduire a des systemes couplés, dont la résolution sera possible dans le cas d’amor-
tissements diagonaux ou supposés tels, ou bien dans [’espace d’état. Dans ce dernier
cas, il faudra s’interroger sur la stabilité de la solution obtenue. Dans les codes de
calcul par éléments finis, ces hypotheses d’amortissement diagonal sont les plus cou-
rantes, bien que justifiées seulement dans les structures peu dissipatives. On trouve ces
hypotheses sous la dénomination d’amortissement modal ou 1’on spécifie I’amortisse-
ment de chaque mode de la base modale, 1I’amortissement de Rayleigh ou la matrice
d’amortissement est proportionnelle a la matrice de masse et la matrice de raideur, et

I’amortissement proportionnel, utilisé pour représenter une dissipation proportionnelle

97



98 Oscillations amorties des systemes a n degrés de liberté

aux contraintes développées dans le solide. Au final, pour les amortissements hors de
ces cas précis, tout I’intérét du découplage des équations est réduit, et il devient parfois
plus rapide de résoudre le probleme de dynamique hors de la base modale.
Considérons I’amortissement comme une forme quadratique des vitesses, avec Cla
matrice d’amortissement symétrique non-négative. L’introduction de cette dissipation

dans les équations de Lagrange conduit a I’équation des oscillations forcées amorties :

MG+Ci+Kq=p(t) (3.4.14)

4.1 Oscillations amorties en terme de modes propres

du systeme conservatif associé

Associons au systeme réel le systéme non-amorti, dont les pulsations @2, et modes
propres X, sont facilement caractérisés. On peut essayer de projeter les équations
d’équilibre régissant le systeme amorti (3.4.14), dans la base modale du systeme conser-
vatif associ€ :

g =Y\ Ms()X;
XM Yo Xsis (1) ‘I’XrIE Yoo Xms (1) +XK Yo Xms(t) =X'p
soit p1),(r) + X1y XI CXM,(e) + ¥, () = XL

oubien (1) E1_, ", (1)+ 03, 1) = 0,(1) avec B =

En I’absence d’hypotheses supplémentaires, les équations normales sont couplées

1TX,

par les coefficients d’amortissement [, et toute 1’efficacité de la méthode modale
applicable au cas non amorti est perdue. Pour obtenir des équations découplées, il
faudrait que seuls les termes diagonaux soient non nuls (Bg; = 0,V k # [), ce qui im-
plique que les forces de dissipations soient réparties comme les forces d’inertie ou les
forces élastiques (K et M-orthogonalités), ou soient pondérées entre les deux formes :
C = aK +bM. Mais on ne peut, dans un cadre général, pas justifier une telle hypothese
a priori. Cette hypothese est pourtant largement utilisée, c’est I’ hypothese ou amortis-
sement de Rayleigh.

L’hypothese qui consiste a supposer que 1’amortissement est diagonal n’est pas
justifiée. Toutefois, on peut montrer que cette hypothese est cohérente avec la notion de
structure faiblement dissipative. Faisons I’hypothese que les termes d’amortissement
sont d’un ordre de grandeur inférieur a ceux de raideur et d’inertie, et étudions les
vibrations libres du systeme amorti. La solution générale est a chercher sous la forme
q= zeM, 7 et A étant complexes. Pour le systéme associé non amorti Ay = +i @, et
Zx = X;.. L'équilibre (3.4.14) devient :

(x§ﬁ+x,f+?)zk:0, k=1,....n
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Le systéme étant faiblement dissipatif, on peut admettre que la pulsation Ay et le
mode Z; solution de cet équilibre en présence de termes d’amortissement different peu
de i gy, et X caractéristique du systéme non amorti associé :

M =i +AN, et Zp =X+ A%,
En reportant ces valeurs dans 1’équation générale, on obtient :
((—mgk + 2iop AN + (Axk)z) M+ (iooe + Axk)a?) (X +Az) =0
compte-tenu que (I:( — wgkﬁ> X, = 0, et négligeant les termes d’ordre 2 :
<? - m%,ﬁ) Az + <2im0kﬁ + f) XA+ i C (X + AZ) ~ 0

L’ amortissement étant faible, négligeons les termes EAM et EAZk. [’ équation se réduit
a:
(K — 03M) Az + i (C+280M ) %~ 0

. . N ot . .
En multipliant a gauche par X; on obtient :

Xlﬁ (E + 2A7Lk]\:4> X ~0

X! C X+ 200X MK ~ 0
Ay o — DR
2

ce qui conduita | Ay ~ —Eﬂ + 0ok
Lk

Ainsi, on a mis en évidence deux aspects importants :

— L’amortissement apporte a chaque valeur propre une correction par le biais
d’une partie réelle négative conférant a chaque solution le caractere oscilla-
toire amorti,

— Un amortissement faible ne fait apparaitre que les termes diagonaux Py de la
projection modale de la matrice d’amortissement.

La modification des modes propres est obtenue en décomposant AZ; suivant les

modes propres du systeme non amorti, on trouve :

n
Ze =X + Z ink%Xk
= s (o — of)
La correction apportée au mode propre provenant d’un terme imaginaire, le mode n’est
plus caractérisé par un mouvement synchrone de 1’ensemble des degrés de liberté.
L’hypotheése d’amortissement diagonal est souvent appelée hypothese de Basile,

elle permet de découpler les équations normales sous la forme :

Brﬁr+m(2)rnr=(p(t) r=1,....n

r

A+
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ou encore sous forme canonique :

,(t) + 2&,00,M(t) + w(z)rnr<t> = o(1)

r

®orUr
mis en évidence dans les systemes non amortis. Sous la condition que 1’amortissement

I’amortissement réduit. Ce dernier résultat est I’extension des découplages

avec €, =

est diagonal, la méthode modale permet de formuler la résolution du probleme a n
ddl comme la résolution de n problemes de type oscillateur élémentaire. On rappelle
que dans le cas de I’oscillateur élémentaire, la forme canonique de 1’équilibre s’écrit
(1.3.3):

(1) + 2e0,u(r) + @2u(t) = n% )

I’amortissement réduit.

ok < -
avec 0, = — le carr¢ de la pulsation propre et € =
m mo,

4.2 Analyse des systemes amortis visqueux dans I’es-

pace d’état

Une autre fagon de résoudre les équations du systeme amorti Azlé +Cg —|—fq =p(t)
consiste a le transformer en un systeme de 2n équations du premier ordre que I’on peut

écrire ainsi :

C M q K © 7 5(t
cMippat |k 0 ppal_J ol (3.4.15)
M 0 g 0 —M q 0
qui prend la forme canonique :
AF+ Bi=3

avec les matrices symétriques et les vecteurs :
0 = '
-M

4.2.1 Etude du cas homogene
En I’absence de sollicitations extérieures, I’équilibre s’écrit dans I’espace d’état
(3.4.15):

N
Il
ol =Xl

<l Al
SN[

Ar+ Bi =0

et la solution est recherchée sous la forme générale 7 = ye*. On y associe 1’équation

aux valeurs propres : B
A7+ 1By =0

dont les solutions seront notées (A, Vi).
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Relations d’orthogonalité

Pour 2 solutions propres k et j, nous trouvons sans difficulté :

'+ MY BT =0 (3.4.162)

Xl

vi
Y;

Y/ AT+ ¥ BY =0 (3.4.16b)

Les matrices ﬁ et E étant symétriques, on obtient en effectuant (3.4.16a)-(3.4.16b) :

7\‘_ ak_ thﬁ_lé
k__b____:_
k ¢ BY;

Les matrices B et 4 étant réelles, si (A, ¥;) est une solution alors son conjugué (A, ¥x)

I’est aussi.

Stabilité de la solution

q = . . _
_ ¢, alors les vecteurs Y, s’écrivent sous la forme Y, =

Par définition 7 = {
q

Z _ e
{ ' } Z, est un vecteur propre complexe du systeme initial :

Az
(x’fﬁ +0,C+ 1?) z=0

Multiplions a gauche par le conjugué 5,’ ; on obtient le polyndme de degré 2 en A,
suivant :
g B =2 fogd =
7\32}’ MZr—i_}\trZr CZr +Zr KZr =0
ou en introduisant les masses (i, > 0), amortissement (¢, > 0) et raideurs (k, > 0)
généralisées :
X%mr + }\frcr +k-=0

Dans cette équation du second degrés, la somme des racines est négative (—%) et

le produit est positif ou nul (r];—’). Les racines €tant réelles négatives, ou imaginaires

possédant une partie réelle négative, il en découle que la stabilité est assurée. En effet,
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dans ce cas on aura la présence d’un régime sur-amorti ou critique assurant la stabilité
eM .

de la solution 7 =Y
Plagons nous dans le cas de régimes oscillatoires amortis, dont I’existence implique
que le discriminant soit négatif. Ceci est d’autant plus justifié que dans la réalité les

amortissements sous souvent faibles :

Cr < 2 \/ krmr :> 7\4r - _(Xr:i:io)r

4.2.2 Etude du cas non homogene

Cherchons la solution sous la forme d’une décomposition de modes propres :
2n _
r= Z n k(l )Y k
k=1

En utilisant cette approximation dans I’équation du systeme, et en multipliant a
gauche par 17]? , sous I’action d’une sollicitation extérieure 5(¢) le systéme est caractérisé
par :

5t o St v ot

Compte-tenu des relations d’orthogonalité, on doit résoudre 2n équations du pre-

mier ordre :
—Am;(t) +1M;(t) = @;(¢) avec
v an Y5
Aj=—"L=" et ¢jt)=——2=L
y! By! vt Ryt
Y BY; Y] BY;

Pour résoudre 1’équation normale, on peut la multiplier par ehit

d / _,. Y , Y
E(e 7‘”“1’) —e ! (<A, +1)) = oj(r)e !

ce qui conduit a la solution :

i = [o@eta) +n0)

4.2.3 Réponse a une excitation harmonique

Considérons une sollicitation harmonique §(¢) = sp €', et intéressons nous a la
réponse a long terme du systeme, apres que la solution transitoire ait disparu. Cette

solution s’écrit en fonction de la partie oscillatoire seule :

t R
n,(t) = e’ (/O <P0je('°’x")1d“~'> +1;(0)
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N £ iot Yiso
ol on a posé Q;(t) = @g; €' avec @g; = R donc :
J
B @ eio)z
n;(t) = o
i0—Aj
En utilisant cette réponse a long terme, on reconstitue la réponse réelle
5 5 ~ ~t
2 1 Y7 | 7.7,
- = J o
7F= nk(t) k:Z — . J == ‘J J sOel(l)f
k=1 =1 Y} B j06j+l(03+60j) Y] @oncj—i—z(m—(oj)

pj=Y ;@Y ; la norme du j*" vecteur propre

C M| | z;
=<7 AT > | = /
pJ JrI%g M ;]{ }VJZJ

On obtient le développement spectral de la matrice des coefficients d’influence dyna-
mique :

(? — oM + zof)

1_ i? 1 ZJ'Z’J-_'_ 1 2727
E o ti(o+ox) pr o o +i(o—wy) pr



104 Oscillations amorties des systemes a n degrés de liberté




Quatrieme partie

Systemes continus et approximations
par des méthodes cinématiques
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Nous avons jusqu’a présent étudié des systemes discrets pour lesquels les fonc-
tions de masse, rigidité et amortissement sont dissociées. Les structures réelles sont
pourtant principalement des systémes continus pour lesquels ces caractéristiques sont
confondues. Tous les concepts introduits et développés pour les systeme discrets res-
tent valables pour les milieux continus. Notamment, dans ces milieux possédant une
infinité de degrés de liberté, il existe une infinité de modes et pulsations propres as-
sociés. Nous cherchons ici a caractériser ces grandeurs de base en posant les problemes
aux valeurs propres, associés a quelques structures simples de type barre et poutre.

Pour cela, dans le chapitre 1 nous allons tout d’abord caractériser de facon générale
I’équilibre dynamique d’un milieu 3D conservatif quelconque. Ceci sera ensuite ap-
pliqué dans le chapitre 2 au cas particulier des barres, cordes et enfin poutres droites.
Dans le chapitre 3 les méthodes d’approximation des vibrations des poutres droites
sont exposées, notamment la méthode des éléments finis dans le cas des vibrations
libres.
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Equilibre dynamique des milieux
continus
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1.1 Principe de Hamilton

Dans ces systemes continus le principe de Hamilton établi au 2.2.9 pour des systemes
conservatifs reste bien évidemment valable. On rappel que ce principe est basé sur la
minimisation de la fonctionnelle appelée Lagrangien du systeme, définie comme la
différence entre 1’énergie cinétique du systéme et son énergie potentielle extérieure et
intérieure. Dans le cas des milieux continus, cette derniere quantité est classiquement
appelée énergie de déformation élastique. Le principe de Hamilton s’écrit entre deux

instants ¢ et , pour un systéme continu :

lz 5
5 [° o) di = 5/ T(,0,1) — View (7) — W(@)) dt = 0,

1

4.1.1)
v 8ii(¥) C.A.(0) et C.I1.(0)

Les relations entre le PPV, le PTV, et le Principe de Hamilton sont explicitées plus
en détails en annexe en A-1.6 page A-12. On rappel que le principe de Hamilton s’écrit

a partir des potentiels des actions extérieurs et intérieurs, c’est-a-dire du potentiel de
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déformation pour ce dernier terme. Considérons un milieu continu £ quelconque de
masse volumique p supposée constante, tel que représenté sur la figure 4.1.1. Ce mi-
lieu est en équilibre sous I’action d’efforts extérieurs volumiques f; et surfaciques Fl-d
appliqués sur sa frontiere 0Qp. Les conditions aux limites cinématiques de ce milieu
sont quant  elles appliquées sur la surface 0, (ii(¥) = ¢ (¥), VX € 0Q,) et 'on a
les conditions suivantes sur ces deux surfaces complémentaires : dQp UJdQ, = O et
0Qr NAQ, = I

R
F 111(XF, t)
5
0Qu F%(xr,t)

g 0QFr

N
3 F g(xzr, t

FIGURE 4.1.1 — Solide (.§) quelconque, occupant un volume €2, en équilibre sous 1’ac-

tion d’efforts extérieurs, et conditions aux limites associées.

Pour ce milieu continu, la densité d’énergie cinétique s’exprime de maniere triviale
et on définit w(€) (éq. 4.1.2b) la densité d’énergie de déformation et v, (i) (éq. 4.1.2a)

la densité de potentiel des actions extérieures conservatives telles que :

avex s vo Vo
aﬁt |Q - _f (Svextl( ) _Swextl)
Fvew (@) / o (4.1.2a)
S g, = P4 (S0 () = —dwik”)
- ow  — -
dw(E) / = =6(€) (dw=0(¢) %) (4.1.2b)
€

o G est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et € est le tenseur des
déformations de Green-Lagrange. Sans entrer dans les détails de cette formulation en
description Lagrangienne, c’est-a-dire sur la configuration non-déformée, nous nous
limitons aux petites perturbations. Dans ce cas le tenseur de Green-Lagrange se réduit
a sa partie linéaire classique. L’effet des pré-contraintes par exemple, telle que la pré-
tension dans les cordes vibrantes, sera pris en compte ultérieurement pour ces cas
spécifiques. Pour les cas généraux que nous traitons ici, le tenseur des déformations
est:

(i) = (uij+uji) (4.1.3)

| =

(Vu + Vu) ou encore, en notation indicielle €;; =

l\)l*—*
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On définit de maniére courante 1’énergie interne de déformation par I’intégrale du
travail fournit par les contraintes dans les déformations correspondantes, ce qui dans
le cas de contraintes indépendantes explicitement du temps se ramene au calcul sur le
trajet de déformation. L’énergie complémentaire, notée w*(G), est duale et se définit
par I'intégrale sur le trajet de contrainte du travail fournit par les déformations dans
le solide. Ces deux grandeurs énergétiques permettent de définir la loi de comporte-
ment, relation entre contraintes et déformations. On rappelle de plus, que ces grandeurs
sont bornées et égales lorsque le champ de déplacement et le champ de contrainte

considérés sont solutions du probleme posé :

Gij
A

_ €j ow(€) dw*

w(€) = / C;;de =
(€) o WEE O ij w*
_ Gij ow*(c
w*(6) = / € doij ~ o) &) dw
0 J0;; w
> Eij
Loi de comportement et énergies associées.
TABLE 4.1.1 — Définition des énergies de déformation et de déformation

complémentaire, et leur signification physique en lien avec la loi de comportement.

On peut maintenant calculer sur le domaine entier les quantités intervenant dans le

principe de Hamilton :

( V(@) = /vg;}dg+/ Wl g = — /fxt (x,1) dQ — / F(,0)ii(x, 1) dooy
Q 0Q 0Qr

F
1 — =
Vi () = / w(id) dQ (: 5/ G(€) : €(d) dQ pour un matériau linéaire)
Q Q
i) = [ p(@@)? a0
\ 2 Qp

4.1.4)
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1.2 Equations d’équilibre

Partant des expressions présentées en 4.1.4, le principe de Hamilton (eq. 4.1.1)

devient :

fH 0QF
= 0 ,Vdi(x,t)C.A.(0) et C.I(0)

(4.1.5)
en utilisant les conditions de vitesses nulles aux instants extrémes, i.e. pour un champ
de vitesse C.1.(0), on obtient aprés intégration par partie en temps du terme inertiel
provenant de la variation de 1’énergie cinétique :

1% 15)
i &ui; dt = [puidu)?? _/ i; Ou; dt
/tl puti ot piiduly, = | i b 4.1.6)

0

et la variation de 1’énergie de déformation s’écrit classiquement, en remarquant la
symétrie du tenseur des déformations et du tenseur des contraintes, et la nullité¢ de

la variation des déplacements imposés sur 0Q2,, (6 C.A(0)) :
Gii(€) 8g;; (i) = /o-? Su; i dQ
/Q lj( ) lj( ) o lj( ) L]

J Intégration par parties

= — i"ZSidQ / i':8i.dQ
/QG]J(S) u + Q(GJ(S) ”),]

J  Ostrogradski < th. de la divergence en 3D

= —/ GijJ(E) Ou; dQ + (G,‘j(g) Sui) n;j dQp
Q 0QF
(4.1.7)
Finalement, en substituant les expressions 4.1.6 et 4.1.7 dans I’expression du principe
de Hamilton (eq. 4.1.5), on aboutit a une fonctionnelle faisant intervenir deux quantités

distinctes, respectivement dans le solide et sur sa frontiere ou les efforts sont imposés :

15} R
O [ L(d,ut)dt=

n

& " = 4.1.
/l1 (/Q (—pu,- +Gij7j(€) —l—fl) Ou; dQ + /BQF (Fld —0jj I’lj) Ou; d.Q.F> dt ( 8)
=0,V Sﬁ()_f) C.A.(O) et C.I(O)

Le champ virtuel étant par définition arbitraire, et compte-tenu des conditions de
nullité de ce champ aux instants extrémes #; et t5, d’aprés le lemme de I’intégrale nulle,
la quantité dans I’intégrale en temps est nulle quelque soit le champ virtuel continu sur
Q. Choisissons le champ virtuel non-nul a I'intérieur du solide (4.1.9a) et nul sur sa

frontiere, puis nul a I'intérieur et non-nul sur sa frontiere (4.1.9b). La condition de

t 1 _
5[ Liind = /2(/ [pui; 8ii; — 01 (€) Sei(id) + fi(F,1) dui] dQ+ | Fi(%,r) Su; dQr
t Q

) a
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nullité est donc satisfaite si et seulement si les équations suivantes sont vérifiées, ce

sont les équations caractérisant 1’équilibre dynamique :

{ﬁ(z)%(), Vi e Q}U{ﬁ()‘c’):ﬁ, vzeaQF} — |Cij j+ fi = Pii;|dans Q et V(4.1.99)

{ﬁ()‘c’):f),VX’EQ}U{L?(X’)#@,V)?EBQF} = | F; = 0;j nj|surdQ et vr

On notera que la condition de minimisation d’Euler-Lagrange est une généralisation
du principe de Hamilton a toute fonctionnelle convexe. D’ailleurs on montrera, pour un
cas simple, que ces équations d’équilibre se déduisent directement de cette condition

de minimisation sans autre calcul.

A partir de ces équations d’équilibre, on peut traiter n’importe quel probleme
de dynamique de milieux continus. Il faut toutefois noter qu’on aborde souvent de
maniere distincte deux types de problemes de dynamique : propagation d’ondes et
vibrations. Dans cette distinction ’fictive’ interviennent en premier lieu les propriétés
de conduction de ces mouvements (vitesse de propagation), notamment la célérité ca-
ractérisant I’aptitude du solide a propager ces mouvements entre des points matériels
voisins. Selon la vitesse de propagation, les mouvements pourront devenir coopératifs
ou non. En général, la vitesse de propagation des ondes est beaucoup plus grande que
les vitesses résultant de la vibration des poutres, propagation d’ondes et vibrations
peuvent donc assez fréquemment étre dissociées lorsque le spectre des sollicitations

reste dans des plages connues par avance.

1.3 Propagation d’ondes dans un milieu élastique - No-

tions de base

Le cas de la propagation des ondes dans un milieu élastique est le plus couramment
rencontré : séismes, controle non-destructif par ultra-sons, chocs, ... Dans la réalité
pourtant, les matériaux peuvent avoir un comportement plastique ou visco-plastique,
donc dépendant du temps et/ou du chargement, ce qui complique singulierement les
problemes. La présence d’interfaces est également un des facteurs clefs de la propa-
gation des ondes, puisque le phénomene de réflexion/réfraction des ondes a lieu pour
toute interface géométrique (bord libre) aussi bien que physique (changement de pro-
priétés des matériaux constitutifs). C’est d’ailleurs la base du contrdle non-destructif
ou des ondes sont émises puis mesurées, I’atténuation de signal étant directement liée
a la présence d’interfaces. La difficulté étant dans ce cas de caractériser finement la
localisation et le type de ces interfaces.

La propagation des ondes est un domaine spécifique de la dynamique qui n’entre

pas dans le cadre de la dynamique des structures que nous abordons plus largement

(4.1.9b)
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dans ce document. Dans cette partie, nous nous contentons de donner quelques notions

de base concernant la propagation des ondes.

1.3.1 Equations de Navier

Dans les équations 4.1.9, nous avons écrit I’équilibre d’un milieu continu en contraintes.
En introduisant la loi de comportement du milieu, I’équilibre du systeme est caractérisé
par les équations de Navier. Dans un matériau élastique isotrope, la loi de comporte-
ment s’écrit a I’aide de deux constantes matérielles :

— module d’Young E et coefficient de Poisson v :

I+v \%
€j =~ 0ij — i

— ou coefficients de Lamé (A et u) :
Cij = Aeppdij + 2ug;;
— ou coefficient de compressibilité hydrostatique k et module de cisaillement g,
qui permettent de dissocier partie hydrostatique et cisaillement :
Gij = ke, pd;; + 2ue;;

avec e le tenseur déviateur des déformations et k = A+ 2u/3. On rappelle les
relations suivantes :
VE E B E

(1vi—2v) “= =30y k 3(1—2v)

En introduisant cette loi de comportement dans I’équation d’équilibre intérieur

(4.1.9a), on arrive finalement aux équations de Navier :

d%u; %u; .
ST + OH_“)B_xiZ + fi—piii =0
J soit (4.1.10)

0
uVZu; + (7\.—1-,Ll)—e+fi—p1;ii =0
an

. . 2 . _ duy dup | Ous
avec les opérateurs laplacien V~ = A et divergence e = o Ton Tan

Les équations régissant la propagation des ondes sont établies. Dans le cas le plus
général, les ondes se propagent dans toutes les directions du volume occupé par le mi-
lieu continu. Compte-tenu de la complexité des problemes de propagation des ondes,
on peut d’abord se limiter a déterminer I’existence d’ondes particulieres. Notamment,
en observant les séismes, on définit deux grands types d’ondes. Tout d’abord les ondes
de fond (volumiques) se produisent, puis les ondes de surface sont observées lorsque
la surface libre de la crodte terrestre réfléchi une partie de ces ondes volumiques, qui
alors interagissent avec les ondes de fond se dirigeant vers la surface. Ces deux types

d’ondes sont présentées ci-dessous.
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1.3.2 Ondes élastiques planes

Il existe des ondes se déplacant dans un plan, dont la caractérisation permet de

couvrir un ensemble important de cas réels. En écrivant le déplacement sous la forme
ui(X,t) = ui(x; £ct)

on peut, a un instant ¢ fixé, décrire le mouvement de tout point en connaissant son
abscisse x1. Les ondes se propagent dans un plan perpendiculaire a cette direction.
On peut illustrer cette forme générale sur des cas particuliers, et pour cela considérer
les ondes se propageant lors d’un séisme, et qui peuvent étre de deux types. Ce sont
d’une part des ondes de compression-traction (figure 4.1.2-a), dites ondes P, et d’autre
part des ondes induisant du cisaillement dans le plan perpendiculaire a la direction de

propagation (figure 4.1.2-b) dites ondes S.

onde P (compression)
Mouvem ent Sens de onde S reisaillement)

des particules propagation de I'onde g
propagation
- ﬁ

o " i - P o

[ 1 [} [} v [

1o 1 ] " " '

o ol 1 [ ] ro [ 1

*2 [ I I W N T | [ [ W |
7 1 T 1 T 7 T 1 ¥

> LI (] [

) X1 [ []
' [ '
> [ v " ¥ ) )

R
Zone de  Zone de
dilatation  compression X3

(a) (b)

FIGURE 4.1.2 — Illustration des ondes (a) P et (b) S.

Ondes longitudinales

Ces ondes se propagent dans la direction privilégiée considérée. C’est le cas par
exemple lors d’un choc sur un cylindre élancé : les ondes de compression se pro-
pagent dans la direction du cylindre. Le mouvement est alors décrit par le champ de

déplacement suivant :
. [(2n

u; = Asin 7(x1 +ct)

u =0

u3 =0
avec A I’amplitude et ¢ la longueur d’onde. Enfin c est la célérité dans le solide, plus
précisément la célérité longitudinale ¢;, = %
Navier (eq.4.1.10). On a donc deux types de propriétés matériaux qui peuvent modifier

la vitesse de propagation des ondes : les propriétés mécaniques, et la masse volumique.

déterminée d’apres les équations de

On notera également qu’intuitivement ce champ de déplacement ne peut générer que
des déformations normales car en HPP, seule la déformation €;; est non nulle comme

I’1llustre la figure 4.1.2-a.
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Ondes transversales

On peut aisément imaginer que des déplacements se produisent dans le plan per-

pendiculaire a la direction de propagation. Dans ce cas le champ de déplacement est :

u =0
. [2m
up, = Asin (7(x1 + ct))
uz =20
avec cette fois-ci la célérité transverse ¢ = cr = ’5’. Le plan (O,X],X;) est appelé

plan de polarisation. Le déplacement selon x3 se définit de fagon identique. On note
que d’apres la forme du champ de déplacement seule la déformation de cisaillement
€12 est non nulle, d’ou I’appellation S’ comme shear, le cisaillement dans la langue

de Shakespeare.

1.3.3 Ondes de surface

Les ondes planes que nous venons de voir ne peuvent se produire que dans un
milieu infini. Dans un milieu de dimensions finies, il existe des réflexions et des
réfractions. Pour caractériser ces phénomenes, considérons un milieu semi-infini. Des
ondes vont se propager le long du bord libre, sur une faible profondeur. Ce sont
ces ondes qui sont, par exemple, enregistrées lors des séismes. Ces ondes de surface
peuvent donc €tre caractérisées par une amplitude décroissante selon la normale a I’in-
terface et peuvent €tre de deux types : ondes de Rayleigh et de Love. En sismologie,
ces ondes résultent de I’interférence des ondes de fond réfléchies par la surface libre de
la crofite terrestre avec les mémes ondes incidentes provenant du milieu sous-jacent.

Les mouvements induits par ces ondes sont illustrés sur la figure 4.1.3 ci-dessous.

Onde de Rayleigh —

. N Onde L (de Love) ccizaillement)
. X3
=
- 14'
N
X2

(a) (b)

FIGURE 4.1.3 — Illustration des ondes (a) de Rayleigh et (b) de Love.

Ondes de Rayleigh

On considere un milieu semi infini tel que xo > 0. Ces ondes sont dites a polarisa-

tion elliptique du fait du mouvement produit par les déplacements. C’est notamment
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le cas pour les vagues qui résultent a la fois de la progression des particules dans la di-
rection de propagation, en méme temps qu’un déplacement transverse se produit. Ceci
est clairement illustré sur la figure 4.1.3-a. On suppose que le champ de déplacement
est d’amplitude décroissante selon la normale au bord libre, et que des ondes longitu-

dinales (selon X)) et transverses (selon X;) se propagent :

U =A4; e—bx2 eik(xl—ct)
Uy =Ap et giki—ct)  gyec A, A eC
uz =20

Les constantes b et k étant a déterminer, ainsi que les amplitudes A et A> qui peuvent
étre complexes. Les mouvements induits par ces ondes génerent principalement du
cisaillement €1>, comme on peut le voir sur I’illustration de la figure 4.1.3-a.

En introduisant ce champ dans les équations de Navier (éq. 4.1.10), on montre que

la célérité vérifie :

20t 24 16 7
6—2{6—6—8%1%2(—2——2)—16( —C—g)]:o 4.1.11)

¢r ler Cr ‘r ‘L
et qu’il existe toujours une racine réelle ¢ telle que 0 < ¢ < c¢7. Par exemple pour un

matériau possédant un coefficient de Poisson v =0,25, c =0,9194 cr.

Ondes de Love

Les ondes qui se propagent normalement dans le milieu continu peuvent rencontrer
une interface, elles se propagent alors le long de cette interface. Dans notre cas, ces
déplacements ont lieu dans la direction perpendiculaire au plan de polarisation (figure
4.1.3-b). Elles sont, dans le cas des tremblements de terre, de méme importance que
celles de Rayleigh.

Pour exprimer ces déplacements, il faut raisonner a partir de deux milieux conti-
nus, notés (1) et (2), possédant une interface commune (figure 4.1.4). Le milieu (1)
est situé en surface, le déplacement s’atténue donc lorsqu’on s’éloigne de la surface.
Mais du fait de la présence de I’interface les amplitudes vont également augmenter
vers cette interface. Par contre pour le milieu ’substrat’ les amplitudes vont &tre maxi-
males a I'interface et décroitre en s’éloignant de cette interface. On montre que pour
des déplacements nuls dans le plan de polarisation (#; = uy = 0), ces déplacements

transverses au plan de polarisation s’écrivent :

uz = A e~ eikvi—aa1) qang (2)

/
uz = (B e—k’xz +B/ ek/x2> eik(xl_clt) danS (1) avec B, B € (C
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5 - -
X3 /’ //
014,;1 ol o L
(1) //’ C;
5 .
X2
Co
2

FIGURE 4.1.4 — Milieux continus possédant une interface commune.
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Les équations d’équilibre étant établies pour un milieu continu, nous allons traiter
ici les plus simples des milieux continus qui sont les barres et les poutres. Sans entrer
dans les détails d’un cours de calcul des structures, ces simplifications géométriques
répondent a la nécessité de connaitre avec le moins d’efforts possibles la solution de
probléme réalistes, et donc souvent complexes. En effet, I’utilisation de la MMC, ¢’ est-

a-dire de la mécanique des milieux continus 3D, devient tres rapidement inextricable

et ne peut répondre aux problemes de dimensionnement.
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2.1 Introduction

La notion de structure est donc essentielle a 1’ingénieur. Par des considérations
géométriques, un probleme 3D peut se ramener a un probleme 2D ou 1D. Notamment,
lorsque qu’une des dimensions d’un solide est grande vis a vis des autres, le probleme
3D se réduit a un probléme dit de poutre, tandis que si une des dimensions est tres faible
devant les deux autres, on se ramene a un probleme de plaque pour les cas plans, et
de coques pour les solides courbes. Les barres quant a elles sont les structures les plus
simples, ce sont des poutres ne supportant que de la tension-compression. Pour plus
de détails, on consultera des ouvrages de Résistance des Matériau et de Mécanique
des Structures, par exemple le cours de Mécanique des Structures / RdAM de 2A de
S.Drapier.

état initial

%
N

N

u(x)

v(x)

état déformé

Bernoulli Timoshenko

FIGURE 4.2.1 — Poutre droite a plan moyen, section symétrique.

Considérons la poutre droite telle que représentée sur la figure 4.2.1. L’étude de
cette structure se ramene d’abord, par symétrie de la géométrie et des conditions aux
limites cinématiques et statiques, a I’étude de son plan moyen. Ensuite, lorsqu’on
observe les déplacements des points situés initialement sur une méme verticale (en
fait appartenant a un méme section), on constate que ces points restent alignés. Ils
tendent a se déplacer a la facon d’un corps rigide tournant autour du centre de gravité

de la section, ce centre de section pouvant se déplacer dans le plan. Dans ce cas le
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déplacement de tout point d’une section est completement décrit par la connaissance
des déplacements du centre de section dans le plan et de la rotation de la section autour
de la ligne moyenne joignant les centres de gravité de toutes les sections.

Pour les poutres droites a plan moyen, le vecteur des déplacements d’un point
M d’une section de la poutre représentée sur la figure 4.2.1 est dans le cadre de la

dynamique en HPP :

ﬁ(x_/(/[,l‘): MM(X_MJ):Z()_C)J)_}](I)()_C)JI)

v (Xpr,1) (X,1)

Donc les accélérations correspondantes s’écrivent :
Y(XM )1 ) = . -

oll la notation utilisée est définie par X = ——. De facon similaire, on définit les

5
e : s 90X
dérivées partielles par rapport a x, X' = —.
X
Finalement, la poutre droite a plan moyen est maintenant completement représentée

|
~

par sa ligne moyenne. Le champ de déplacement étant 1D, les conditions aux li-
mites statiques et cinématiques doivent €tre modifiées en conséquence puisque les
points matériels sont maintenant devenus des sections. Par exemple, les contraintes
qui regnent dans le matériau ont été remplacées par les efforts internes, décrits par des
forces et des moments résultant de I’intégration de Gy, et O,y les seules composantes
non nulles du tenseur des contraintes sur la section S de normale sortante X (figure
4.2.2):

[ effort NORMAL /X : N(x,t) :/ )GXX(M,x,t)ds
S(x
effort TRANCHANT /y: T(x,t) = / Cxy(M,x,t)ds 4.2.1)
S(x)
moment de FLEXION /7 : M(x,t):/ —yGxx(M,x,t)ds
S(x)

\

Pour ce qui est des conditions cinématiques, elles se réduisent aux degrés de liberté
des sections, soit deux déplacements plans (u(x),v(x)) et une rotation (¢(x)). Pour les
efforts imposés, compte-tenu des degrés de liberté, ils sont supposés appliqués sur la
ligne moyenne de la poutre grice au principe de Saint-Venant . Les efforts volumiques
sont maintenant des efforts linéiques représentés par trois efforts répartis. Les efforts
ponctuels sont remplacés également par un torseur des efforts extérieurs caractérisé par
des efforts et moments ponctuels (figure 4.2.2). On notera que ces efforts dépendent
maintenant du temps, la dynamique des poutres est donc une extension de la RAM

“classique’.

1. Loin de son point d’application, un systeme d’efforts peut &tre représenté par son torseur

équivalent
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forces volumiques ﬁ(x, t)

forces ponctuelles ﬁ’(x, Y
- -
vecteur contrainte t%(ls,t) ,§ ! vecteur contrainte t%(lo,t)

2 é@ﬁ ,,,,,,,,,,,, )Lz
U,y (6t

forces linéiques ?D(x, t)

<l
~
b
on

N

. .o
couples répartis c(x,t)

— V7
ML) M(12,1)
—Rd(lbt) _L)L*(X,t} ﬁdﬂQ t)
. Ty %
X < >
l; g o

forces ponctuelles F (¢t

moment ponctuels M(x,t)

FIGURE 4.2.2 — Passage du milieu 3D a la poutre droite : systeme d’efforts et champ
de déplacement virtuel.

2.2 Equations de la dynamique des poutres droites a

plan moyen

Nous nous intéresserons ici plus particulierement aux vibrations libres des poutres
droites a plan moyens chargées dans ce plan (en abrégé poutres droites, figure 4.2.1),
c’est a dire la réponse vibratoire caractérisée par les modes et pulsation propres. Comme
nous I’avons vu dans le cas des systemes discrets, ces caractéristiques intrinseques aux
structures considérées dépendent a la fois des caractéristiques mécaniques (rigidité =
module d’Young E), géométriques (section S et moment quadratique par rapport a
Z I) et de masse (masse volumique p,,;). Dans la suite de cette partie concernant les
barres et poutres, on considérera p,, la masse volumique du milieu constitutif, et p la
masse linéique ’apparente’ de la poutre telle que p = % avec m, la masse unitaire
et S la surface de la section transverse. La masse totale est donc m = p S/ si les pro-
priétés sont indépendantes de 1’abscisse. Cette définition de masse linéique apparente
permet de traiter sans modifications complémentaires le cas de sections constituées de
matériaux hétérogenes (empilement de composites) ou bien le cas des sections creuses

pas exemple.

Dans le cadre de la statique les équations des poutres quelconques peuvent se
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déduire, via le Principe des Puissances Virtuelles (et pas le PTV car ici les gran-
deurs physiques ne peuvent €tre intégrées simplement dans le temps), de la formulation
générale de I’équilibre statique des milieux continus. Dans le cadre de la dynamique,
la démarche est similaire. Elle fait cette fois-ci intervenir les accélérations, c’est a dire
les variations dans le temps des vitesses de déplacement des sections des poutres. Fi-
nalement, on peut également recourir a 1I’expression du principe de Hamilton ou aux

équations de Lagrange. C’est que nous ferons dans les cas particuliers des barres.

2.2.1 Equilibre a partir du PPV

Dans un premier temps, on peut intégrer sur la section de la poutre la puissance
virtuelle développée par le terme d’origine inertielle des équations de la dynamique

des milieux continus :

1
/Q om(E) B(E,1) Sil(%,1) dQ = /0 < /S p(x) [ (ii — yb) (1 — y50) + 1 8] dS>4¢l.2)
= /Ol (P(x)S(x)iidu+ < pI > 030 + p(x)S(x) i dv) dl

En substituant cette quantité dans le PPV, on aboutit apres intégrations par parties en
temps et en espace aux équations d’équilibre dynamique des poutres droites (tableau
4.2.1-b, page 124). Dans la suite, pour alléger les notations et lorsqu’il n’y aura aucune
ambiguité, on notera les valeurs des grandeurs physiques au point X; avec 1’indice i, et

au temps ; par I’exposant (j).

2.2.2 Equations de Lagrange

Dans le cas des poutre droites, les équations de Lagrange peuvent étre établies de
facon générale. Considérons le cas des poutres de Bernoulli pour lesquelles la rotation
des sections est directement égale 2 V'(x) la pente de la ligne moyenne, ¢’est-a-dire sans
cisaillement possible des sections (voir figure 4.2.1 page 120). Dans nos poutres qui
possédent comme composantes du champ de déplacement u(x), v(x), et v'(x), I’énergie
cinétique, 1’énergie de déformation, et le potentiel des efforts donnés conduisent a

I’expression du principe de Hamilton :

t t l
5 / C L) dt =8 / ’ ( / T(it, 7 t) — w(it, 1) — veu (i0,1) dz) di =0 ¥ 8ii(%) C.A.(0) et C.I(0)
151 H 0

avec les énergies par unités de longueur :

(4.2.3)
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>
F(xr,t)

0QF

>
*3 Fifxrt)

1/ Champ C.A. - C.I
CU(Xt) = ud(R1)

VXeoQ, Vvt
202 2\ — 72(])

) EE) =El
i(X,t;) = ull)

2/Equilibre intérieur

8(5,-- 567t - . (>
% +fi(x7t) = pui(x7t)
3/Equilibre au bord
S;j(X,1)n;(%) = F(%,1)
VXe BQF

4/Loi de comportement
Gij(x,t) = Liju€n (x,t)

(b)
R pylt) T, t)
; oy b e
G S .

Cxt) pxixt)

Md(xo,t)
(0]

L/

z

=

Y
1/ Champ C.A. - C.L

- ulx ) = ul (0),v( 1) = vE(0),00x,1) = 04(1) W
{ u(x,t5) = D, v(x, ;) = v, 0(x,17) = 01

=y
. I NN 54
a(x, 1) = D) v(x 1) =0, d(x 1) = 000 T

2/ Equilibre intérieur

ON (x,1) _ Pu(xt)
ax +px(x7t)_pS atz
oT (x,t) L 0%v(x0)
Tax TPED=PST5,
OM (x,1) _ 9*0(x,1)
= + T (x,t)+c (x,t) =< pl > 52
3/ Equilibre au bord

N(xi,t) = Ni(), T (xi,t) = T'(t), M(x;,t) = M'(1)

4/ Loi de comportement

N(x.r) = Es2D
T(x,1) = kGSY(x,1) (Y0rt) = 252~ g(x,1))
Mx.r) = 1 220

TABLE 4.2.1 — Correspondances des équilibres dynamiques d’un milieu continu et

d’une poutre droite a plan moyen chargée dans ce plan.

La variation du lagrangien du systeme conduit donc a autant d’équations d’équilibre

intérieur qu’il existe de composantes du déplacement, et autant de conditions aux li-

mites cinématiques qu’il est nécessaire. Afin d’éviter des calculs trop lourds, nous

allons appliquer ceci successivement au cas particulier de la traction et de la flexion

des poutres droites.
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2.3 Barre en extension

Sans entrer dans les détails, une barre en extension se comporte comme un res-
sort de rigidité égale au module d’ Young du matériau constitutif de la barre. Dans ces
barres, il est justifié de considérer que seule la déformation normale a la direction de
traction est non nulle : €, = % En conséquence, pour une matériau isotrope la
seule contrainte non-nulle du tenseur des contraintes dans la barre sera la contrainte
normale G, = E €,,. Le calcul des énergies se déduit directement a partir des expres-

sion générales de ces grandeurs (éq. 4.1.4) :

=

=

E
I

1
Z/QG,JE,JdQ_ / (/Eexxexde> dl

J  pour un matériau constitutif constant sur toute la section

= 3 fros (MR0)
T(u,u) = /pm dQ—Z/ </pmu dS) dl

i} ) est la masse linéique de la poutre : p(x) = ";‘E—S) (4.2.4)
= 3 / x)i? dl
V(i) = /fxt (rr)d@— | FUE i) 2
Qp

= /Px u(x,t) dl+Ro(t) uo(t) — Ry(t) uy(t)

avec py(x,t) un effort linéique et R;(z) les efforts terminaux

2.3.1 Equations de Lagrange

On rappelle que les équations de Lagrange (éq. 2.2.14) sont de la forme : — % (%—5) +

%—f = 0. Dans le cas des solides étudiés ici, contrairement aux systemes discrets précédents,
u représente toutes les formes dérivées en espace des déplacements (ici u et u') et i
toutes les formes des vitesses dérivées en espace (ici # simplement). De fagon plus
générale cette condition correspond a 1I’équation A-3.58 démontrée en Annexe. Dans
notre cas, les équations de Lagrange s’écrivent :

d (fg_L) 1229 o pstien) + o (E<x> S0 22 )+px<x 2
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et les conditions aux limites associées (c¢f Annexes A-3.60) sont :

Ri(l‘) = EiSiau(x)

— 7 ’x-
(_E (ﬁ)+$+w) 00=0=9 ou cenx; = [0, 1] et Vi

u(xi,1) = u (1)
(4.2.6)

complétées des conditions initiales correspondantes :

u(x,1j) = u(x)V)
et ,at;=10,1] et Vx 4.2.7)
i(x,15) = i(x)V)

2.3.2 Ecriture directe du principe de Hamilton

Ces équations d’équilibre peuvent également étre obtenues, comme nous 1’avons
fait au début de ce chapitre, a partir du principe de Hamilton. Pour alléger les notations,
les dépendances de la masse linéique, de la section et du module d’Young par rapport

a x ne sont pas notées :

5 / tzL(u,u',u) dt =0, Vdu(x) C.A.(0) et C.1.(0)

5]
%) l
— / (/ (pSudi—ESu'du' + py(x,r)du) dl + Ro(r) Suo(t) — Ry(r) Bu,(t)) dt
1 0
J enintégrant par parties en temps et en espace

l ) t %) 1 . 15} , I 15) la ,
_ /()[pSuSu]tl dz—/t1 (/O pSuSudl) ai— [ [Esusagar | (/0 a—x(ESu)Sudl> dr

n /n N ( /0 ' pu(eut) Sudl + Ro(t) Suolt) — Ri(t) Suz(t)) dt

— /tl’z (/0’ (_p5u+% (ESu) +px> dudl— [ES u’éu]éJrRo(t)Suo(t) —Rl(t)Sul(t)> dt

On arrive finalement aux expressions déduites des équations de Lagrange (égs.
4.2.5 et 4.2.6). On notera que les propriétés du calcul variationnel permettent d’expri-

mer plus directement les conditions aux limites que les équations de Lagrange :

2
alintérieur ~ —p(x)S(x)a LS(;’Z) —1—% (E(x) S(x)¥> + px(x,1) =(@.2.8)

Ri(l) = El'S,' I/t;(l)
enx=0etx=1[ ~ ou 4.2.9)

() = (1)
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2.3.3 Modes et fréquences propres de vibration, cas encastré-libre

Le calcul des modes et fréquences propres d’une poutre est tres utilisé dans 1’ana-
lyse vibratoire de ces éléments de structure. Il permet de déterminer la réponse in-
trinseéque a la structure, c’est a dire qui ne dépend pas des sollicitations extérieures, et
qui définit le spectre des fréquences et déformées (modes) qu’il faudra éviter de solli-
citer si I’on veut que la structure n’ait pas un comportement critique. De plus, comme
nous I’avons vu pour les systeémes a n ddl, la résolution dans la base modal réduit
considérablement la taille du probleme du fait des K et M-orthogonalités des modes
propres.

Le calcul de modes propres est notamment utilis€ dans le domaine de 1’analyse
modale qui consiste a exprimer le déplacement quelconque d’un structure dans la base
(infinie dans le cas des milieux continus) formée par ses vecteurs propres. C’est une
technique couramment employée au niveau analytique aussi bien que dans les codes de
calculs par éléments finis par exemple. La connaissance de cette base modale permet
également d’étudier la stabilité d’une structure soumise a une excitation proportion-

nelle a un ou plusieurs modes propres.

Pour simplifier la résolution analytique, considérons un poutre de section constante,
de matériau constitutif possédant des propriétés €galement constantes. Choisissons de
rechercher, comme dans le cas des systemes discrets, la solution du probleme sous
la forme d’une fonction de I’espace en produit avec une harmonique de pulsation ® a
déterminer : u(x,t) = u(x) cos (7). L’équilibre de cette poutre (éq. 4.2.8) s’écrit alors :

d’u(x)

ESF—l—coszu(x) =0 (4.2.10)

ce qui se résout sans difficulté en posant une solution générale du type : u(x) = e**.
On en déduit alors que I’argument est imaginaire pure et vaut o0 = iiw\/g . En posant

c= \/g la célérité des ondes, le champ de déplacement est harmonique en espace et

s’écrit :
(O]
u(x) = asin (Ax) +bcos (Ax) avecA = — la longueur d’onde
c

Considérons pour illustrer ce cas général, le cas encastré en x = 0 et libre en x =/
tel que représenté sur la figure 4.2.3 page 129. Les conditions aux limites associées

impliquent :

u(0)=0 = »b=0
N()=0 = coshl=0=Al= gikn@kk — (2 1)%,ke N*+
(4.2.11)
On en déduit immédiatement la pulsation propre de rang k et le vecteur propre associé.
On remarque que la pulsation propre de rang k est liée a cette pulsation A; par la

c€lérité c des ondes dans ce solide monodimensionnel : rapport de rigidité et de masse,
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tout comme dans le cas des pulsations propres calculées pour les systemes discrets.
Comme nous I’avons indiqué au début de cette partie portant sur les milieux continus,
la base modale est ici infinie. La solution s’exprime comme la somme de ces modes
propres :

E

0 = (Zk—l)%cavecc: o

u(x,t) = Y7 up(x)cos (1) (4.2.12)

= Zk:l ag sin ((Zk— l)ax> cos ((Zk— l)ﬁ ct)

2.3.4 Remarque concernant la solution générale

On notera que la recherche de la solution de I’équilibre (éq. 4.2.10) doit se faire, en
toute rigueur, en partant d’un champ de déplacement plus complet, et c¢’est seulement
lorsque les conditions initiales sont prises en compte que la solution se réduit a la
forme proposée ci-dessus pour rechercher la solution et qui ne contient qu’une seule
harmonique u(x,7) = u(x)cos (®?). En effet, la recherche de la solution générale peut
se faire en partant d’un champ du type u(x,7) = y(x)n(¢). Cette méthode est appelée
méthode de Bernoulli. On montre alors, par séparation des variables, que le systeme a

résoudre (éq. 4.2.8) peut s’écrire en introduisant les constantes A2 = 0)21% :

Eu'—pii = 0
2 2
= LB onn =L el
B, .1 pdn, . 1
= Y T Eae 0

| seule solution, un terme constant négatif(—A?)

2 2
) = A0 @ 1) =~ San(e) =~

La résolution de ces équations conduit a des solutions purement harmoniques en es-
pace et en temps. La solution générale s’écrit donc :

u(x,t) = (A cosAx + Ay sinAx) (B cos f + B, sin ot ) (4.2.13)

ol A et ® sont respectivement les pulsations en espace et en temps, et Aj, Ay, By, et
B> sont des constantes, dont trois seront déterminées a 1’aide des conditions initiales
et des conditions aux limite cinématiques. En effet, les valeurs et modes propres étant
définis a une constante prés, une des constantes reste indéterminée en 1’absence de
chargement. Ceci peut étre rapproché de 1’existence physique de ces modes propres
définis a un mouvement de corps rigide prés. La condition initiale de déplacement

nul n’a donc pas besoin d’€tre vérifiée. Par contre, lorsque la barre est soumise a une
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sollicitation extérieure, cette condition est nécessaire, elle assure de pouvoir induire
des déformations dans la barre sous 1’action de la sollicitation extérieure.
Dans le cas de vibrations libres traité ci-dessus (€q. 4.2.12), la constante B, est nulle

car implicitement la condition initiale de vitesse nulle i(x,0) = 0 a été considérée.

2.3.5 Réponse d’une barre sollicitée a son extrémité

Considérons maintenant le cas de la méme barre encastré-libre, telle que représentée
sur la figure 4.2.3, chargée a son extrémité x = [ par un effort terminal P(¢) qui peut

étre fonction du temps. Le probleme se pose de la facon suivante :

Qulx,1) pazu(x,t)

équilibre intérieur E =0, 0<x<let2.14a)

wr o
R du(x, 1)
conditions initiales  u(x,0) =0et 5 li=0=0, 0 <x <1 (4.2.14b)
.. . du(x,t)
conditions cinématiques  u(0,7) =0etE S o ly=i=P(), V1 (4.2.14c)
x
Y
A
: P(t)
: Fx = 0
% (p,E,S constants) 0 -
> X
747 j? z B

FIGURE 4.2.3 — Barre soumise a un effort terminal.

On peut identifier principalement deux méthodes susceptibles de fournir une solu-
tion rapidement a ce probleme. En premier le recours aux transformées de Laplace, et
en second lieu la projection dans la base modale. C’est cette derniere technique que
nous retenons. Pour résoudre ce probleme, la difficulté porte sur la prise en compte
de conditions aux limites constantes ou variables dans le temps alors que la solution
varie dans le temps mais pas forcément avec les mémes temps caractéristiques. Cette
difficulté est traitée en recourant a une analogie avec les séries de Fourier.

La technique de projection dans la base modale consiste, comme dans le cas des
systemes discrets, a exprimer la solution dans la base modale que nous venons d’iden-
tifier (éq. 4.2.12). Considérons une forme du champ de déplacement composée d’un
terme dit quasi-statique et de la projection dans la base modale. L’introduction du
terme quasi-statique assure ici que la solution statique peut €tre reproduite sans recou-
rir a un nombre élevé de modes dans la décomposition modale :

u(x,t) = ugs(x,1) + ins(t) us(x) (4.2.15)
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avec les M;(7) les fonctions inconnues recherchées, et les us(x) les modes normés par

rapport a la masse :

us(x) = \/%sin ((2s— 1)%) =asin(Agx) ,s=1,...,400

Ces modes sont normés tels que, par analogie avec la masse généralisée définie pour

le systemes discrets, on ait :

! 2 /2
/ pSu,()c)u,()c)oczdl:OC pSl:1:>Oc: —
0 2 m

Le terme quasi-statique est quant a lui solution du probleme statique :

azuqs
2 0, Vx P(t)x
:> uqs —_
ou ES
qs _ _
ES W |(x:l)_P(t) et l/lqs(OJ) =0
d’ou la forme du champ de déplacement (éq. 4.2.15) :
P(t o
u(x,t) = é;x + Y o sin (Agx) (1) (4.2.16)
s=1

Projection dans la base modale

A partir de cette expression, on procéde comme dans le cas des systémes discrets
pour trouver les fonctions inconnues M;(t), a savoir, pour P(¢) donné :
— introduire la forme du champ de déplacement 4.2.16 dans I’équation d’équilibre
4.2.14a

o0
— ; [cz}@ sin (Agx) M (2) + sin (A x) ﬁs(z)} =0
X) :

— multiplier par u,(

~+oo
< asin ()N, (1) Y [2A2 sin (A x) M () + sin (A 1) ()] = 0

s=1
— utiliser les relations d’orthogonalité des modes pour exprimer des équations en
N-(t) pour chaque rang r :

— ¢2A? sin® (A, x)M,(¢) +sin® (A, x) T, (t) =0 Vr=1,...,+oo
— intégrer ces équations différentielles — fonctions 1(¢) connues — déplacement
u(x,1) :

l l
<—>/sin2(x,x)dl = —,Vr=1,...,4oo
0

[\

| AA2N(t) + 1i,(t) =0,¥r=1,...,+00| arésoudre

la solution sera, comme noté précédemment, du type :
N-(t) =A,cos(Arct)+ Bysin (A, ct) (4.2.17)

les constantes €tant déterminées a 1’aide des conditions initiales.
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Prise en compte des conditions initiales

L’intégration de ces r équations indépendantes nécessite de prendre en comptes les
conditions initiales données en 4.2.14b. Pour simplifier le probleme, considérons une

sollicitation de type échelon :

Le solution quasi-statique est donc :

uqs:%; Vi >0

Pour déterminer les constantes d’intégration, écrivons les conditions initiales en

écrivant le champ de déplacement complet a I’aide de la forme de n,(¢) (éq. 4.2.17) :

w(x,0) =0 ~ lg’g + Z oAy sin (A;x) = 0 — condition de Cauchy(4.2.18)
=1
—+oo
i(x,00=0 ~ Y —A.caBgsin(Ax) =0= B;=0 (4.2.19)
=1

Finalement, les conditions initiales conduisent a une somme infinie de termes Ay a
déterminer. Pour prendre en compte cette condition, dite également condition de Cau-
chy, il est courant de faire une analogie avec les séries de Fourier. On rappelle que la

forme d’une série de Fourier pour une fonction a valeur réelle est :

+Z | @ncos (nx) + by, sin (nx) ot a,, by € R si f(x)réel

a, = % Onf(x) cos (nx) dx (4.2.20)
et
1 [ .
b, = E/o f(x) sin(nx)dx

Dans notre cas, la condition 4.2.18 conduit a une forme similaire aux termes paires
de la série de Fourier ci-dessus (4.2.20). Par analogie, A <+ b, les coefficients de
N,(¢) peuvent étre calculés a 1’aide de la forme ci-dessus (4.2.20). Si nous exprimons
de facon générale les conditions initiales en position (@(x)) et en vitesse (y(x)), les
constantes d’intégration de la solution 1,(¢) se calculent :

u(x,0) = @(x l/ )sin (A, x)d
(4.2.21)

i(x,0) = (x) ~ By —MC/OW %) sin (hy 2)dx
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Dans notre cas, les calculs donnent :

aA; = ——/ Ms1n x) dx

= _;S{?lo }32 sin ((2s— 1)%) —%Scos ((2s— 1) 27)

A ~ ~~ JO

1 .
{ si s pair 0

+1 si s impair

—2po (=)t
ESI A2

d’ou I’expression des fonctions du temps :

po 81 (=1)U=D

()=~ Fe e ar— T ¢ ((2r— 1)%@

et la solution générale s’écrit :

pox 8pol &= (-1 | T T
u(x,r) = 2 n2Ess_Zl(2s—1)2s’m<(2s 1)2—lx)cos<(2s l)ﬁct> (4.2.22)

2.4 Vibrations transversales d’une corde

Le cas des cordes vibrantes est un cas intermédiaire entre les barres et les poutres,
ces structures peuvent en effet se déplacer dans le sens transverse a leur ligne moyenne,
sans toutefois posséder de rigidité de flexion. Dans ce cas, on relie I’effort de traction

qui regne dans la corde au déplacement transverse correspondant.

2.4.1 Equations d’équilibre
Cinématique

Dans une corde, la déformation normale est la seule composante non nulle du
tenseur des déformations. Cette déformation est directement reliée au déplacement
transverse qui tend, a longueur de corde constante, a générer des efforts de traction.
Elle s’exprime assez simplement en partant de considérations géométriques telles que
représentées sur la figure 4.2.4.

La déformation de membrane correspond a I’allongement d’une longueur élémentaire
sous I’action du déplacement transverse. Elle se calcule comme la différence de la lon-
gueur de I’abscisse curviligne ds mesurée a 1’état final et de la longueur élémentaire

dX initiale. En HPP, les longueurs élémentaires dx et dX sont confondues, on a alors :

e _ ds —dx
XX — dx
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ds f Y
— v
Y 0 L
i dx
: //’/ v(X)T 'y T A A\\\\\
é ' R U > ?C
./'/. pyy
N 777 i %

FIGURE 4.2.4 — Corde attachée a ses extrémités

La longueur ds s’exprime donc en fonction du déplacement que subit la ligne
moyenne de la corde et de la longueur projetée sur la configuration déformée. Cette
longueur s’écrit :

2 2
ds’ =d* +dv? & (ﬁ) :1+(d_;)

) 1 (dv\?
soit Sxxzz zx

Cette démonstration peut également étre menée a I’aide de la forme générale du
tenseur des déformations de Green-Lagrange, incluant la partie non-linéaire, c’est-a-
dire les effets du second ordre. Ce terme de déformation dans les cordes est le terme
de rotation modérée utilis€ notamment pour étudier les phénomenes de flambage en
compression dans les poutres. Ce terme permet, en HPP, de prendre en compte 1’ef-
fet non-linéaire géométrique produit par un effort normal appliqué sur une configura-
tion déformée. Dans ce cas, on montre que 1’énergie de déformation peut s’écrire en
fonction de I’effort considéré. Dans notre cas, 1’énergie de déformation peut étre vue
comme un potentiel de pré-contrainte, induit sous 1’action d’un effort Ny qui regne
dans toute la corde, et s’écrit :

1l (dv?
W(”) = Vprecontrainze = /QGij €ij dQ = 5/0 No (E) dl (4.2.23)

car I’effort de pré-tension ne dépend pas de la déformation. C’est une des particularités
des cordes, par rapport aux poutres par exemple, ou les efforts intérieurs dépendent des
déformations.

Expressions des énergies

Connaissant I’expression de la déformation unique, on peut exprimer les énergies.
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T(iu) = /pm dQ_Z/ (/pmv dS)
{ ) est la masse linéique de la poutre : p(x) = ";u(g)
= 2/ p(x 2(x,1)dl
(4.2.24)
Vet (u) = /fxt (x,1) dQ — /a ﬁd(;‘é,t)ﬁ(x,t)dQF
QF

= /py v(x,1)dl+Ro(t) vo(t) — Ry(t) v(t)

avec py(x,t) un effort linéique et R;(¢) les efforts terminaux

Equations d’équilibre

Par application du principe de Hamilton, par exemple, on obtient les équations

caractérisant 1’équilibre de la corde :

alintérieur ~» —p(x)S(x)

0?v(x,t) d ov(x,1) B
a2 + = (NQT) +py(x,) =0

enx=0etx=1 ~ Ri(t)=Nyouv(xit)=1%(r)

2.4.2 Corde attachée a ses deux extrémités

Considérons le cas de la corde représentée sur la figure 4.2.4. Cette corde est at-
tachée a ses extrémités et ses propriétés sont constantes le long de son abscisse. Si
on recherche la solution sous la forme classique v(x,#) = v(x)cos (®t) ot ® est la

pulsation propre du systeme a déterminer, le probleme s’écrit alors :

alintérieur ~» Nogv"’(x)+0’pSv(x) =0 (4.2.25a)
enx=0etx=1 ~ v(x,1)=0 (4.2.25b)
ar=0 ~ v(x,0)=0 (4.2.25¢)

On résout I’équilibre intérieur avec un méthode similaire a celle employée pour
®? my,
No

la solution générale v(x) = Asin (Ax) + Bcos (Ax). La prise en compte des conditions

la barre en extension chargée & son extrémité. On pose A? = , ce qui conduit a

cinématiques implique :

kn [Ny km N
0 = — —O:—cenposantc 0 ke Nt
l my, l my,

(4.2.26)
vk(x) = Ak sin (@)
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Comme dans le cas de la barre chargée en extension, cherchons la solution de cette
corde abandonnée sans vitesse a I’instant t = 0 avec une déformée linéaire, correspon-
dant a une corde pincée en son centre. Les conditions initiales sont donc, en utilisant
les notations des conditions de Cauchy (égs. 4.2.21) :

— 9(x,0) =0~ y(x) =0

2
%xsiogxg

N |~

— 1(x,0) = v(x) D~ @(x) =
2v0(1—)lf) si%ﬁxﬁl

ce qui conduit apres calculs au champ de déplacement :

5 CU i (s (o)

Remarque : la solution est ici entierement déterminée par 1’amplitude vy de la pré-

8o
v(x,t) = 2

contrainte. De plus, on notera que les harmoniques de rang paire sont absentes du fait

que I’on a imposé€ initialement un ventre au milieu de la corde.

2.5 Vibrations libres d’une poutre en flexion simple

Nous étudions plus spécifiquement les vibrations libres d’une poutre en flexion
simple. Afin de faciliter I’approche, les déformations de cisaillement seront négligées,
ce qui est justifié dans la plupart des poutres constituées de matériaux homogenes.
Dans ce cadre, la flexion de la poutre se traduit par la rotation des sections droites
autour de leur centre de gravité. Ceci a pour effet de générer des déplacements des
points de la section qui sont proportionnels a I’altitude de ce point. Il en résulte bien

évidemment un déplacement de la ligne moyenne v(x,¢), mais aussi un déplacement

ov(x,t
u(x) = —y%. Ceci est illustré sur la figure 4.2.1 page 120. En conséquence, seules
X
2
la déformations de flexion €, = —y% sont non nulles. Le chargement appliqué

sur cette poutre en flexion simple peut étre ponctuel ou réparti (par unité de longueur,
composé d’efforts et de moments, conformément a la représentation de la figure (b) du
tableau 4.2.1 page 124).

2.5.1 Equations d’équilibre
Expression des énergies

En procédant, comme précédemment, par intégration des quantités sur la section

(égs. 4.2.4) en utilisant ce champ de déplacement, on aboutit a :
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o L Pv(x,1) 3v(x,1)
W) = z/gcuel]dQ_zf (/E LS as ) ai

J pour un matériau constitutif constant sur toute la section

_ %/OIE(x)I(x) (3235;’”)2 di
ria) - %/ o @ =3 [ 2 (P52) ] )

1 ) est la masse linéique de la poutre telle que p(x) = ";bz;g)
= 2/ << 1> < g )) p(x)sv'2(x,r)> dl
Veu(u) = —/f(a‘c',t)ﬁ(x,t) dQ—/ FAR,0)id(x,1) dQr
Q oQF

[
- /0 (py (e, ) v(x, ) + e (x, 1)V (x,1)) dl — [Ti(t) vilt) + Mi(e) vi(e)]h

avec py(x,t) et c;(x,t) le chargement réparti, 7;(t) et M;(t) le chargement ponctuel
(4.2.27)

Equations d’équilibre

Par application du principe de Hamilton ou des équations de Lagrange, on en déduit
les équations de I’équilibre intérieur et de I’équilibre au bord. Par souci de simplifica-
tion des expressions, on ne notera pas la dépendance des propriétés géométriques et
matérielles par rapport a x :

.. 2 2
alintérieur ~ pSii(x,t) _aa_x << ol > avg);,t)) —l—% <Ela gi);,t))

oc,(x,t
e 20

0 0%v(x,1) 4
’E([) = a (EI 2 ) |xi ou V()Cl',l) =V (t)

0%v(x,1)
ox?

enx=0etx=[ ~

, Vit

M;(t) = EI . ou v (x;,1) =ve(r)

On montre par ailleurs que le terme inertiel relatif 2 7 (pIv/(x,t)) peut étre négligé
devant les effets engendrés par I’accélération due au déplacement transverse (pSvi(x,7))

pour les harmoniques de rang faible. Si de plus les propriétés géométriques et matérielles
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sont constantes selon 1’abscisse x, le probleme s’écrit :

4
alintérieur ~» pSv(x,z) +E1% = py(x,t) — WM.Z.Z&U
3
n) = B0 | ou () = ()
enx=0etx=1,Vt ~ Zx (4.2.28b)
M;(t) = EI% i, ou V(x)= v;d(t)

v(x,0) = v(x)(© et v(x,0) = v(x)©
ar=0,Vx ~ (4.2.28c¢)
V(x,0) =v(x)© et v/(x,0) = /()0

2.5.2 Modes et fréquences propres

A partir des équations d’équilibre établies pour les poutres droites de maniére
générale, (tableau 4.2.1 page 124), on peut également formuler facilement cet équilibre.
En HPP, dans le cadre de la flexion seules les équations d’équilibre relativement aux
vecteurs y et 7 de la base de référence sont utilisées. Le systeme a résoudre s’écrit fina-
lement en combinant les 2 équations d’équilibre (2L&Y) = ps Prlst) IM(x) +T(x,t) =
q q ax P o2 7 ox T

0):

0%v(x,1) El *v(x,1)

o2 pS o

On peut rechercher la solution de ce probleme spatio-temporel sous la forme découplée

suivante v(x,7) = y(x)n(¢). En désignant par ® la pulsation propre du systeme, le
probleme (éq. 4.2.28a) se met sous la forme d’une équation différentielle a variables

S
séparables (éq. 4.2.29) ol A* = 0)2% est une constante positive :

d*y(x) ., () | 5
_dxt * W(x), _dr? oml) _(3 (4.2.29)

-~ -~

(1) (1)

Les racines de 1’équations caractéristiques en A sont réelles et imaginaires pures par

paire. La solution générale s’écrit alors sous la forme :

v(x,t) = (B} sinAx + By cos Ax + B3 sinh Ax + B4 cosh Ax) A cos (@t — @)

Poutre sur appuis simples

La poutre considérée repose cette fois sur 2 appuis simples, comme indiqué sur la
figure 4.2.5. Les conditions aux limites cinématiques sont dites ’articulées’.

Dans ce cas, la prise en compte des conditions aux limites cinématiques conduit a

ieme

I’existence d’une infinité de pulsations propres. La n'"¢ pulsation propre du systeme
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y
4
I
T
zZ WW (m/ErS/I/P) /7/;;;/7

FIGURE 4.2.5 — Poutre droite sur appui simple.

_nne . / wy [ El (4.2.30)

La solution exacte de ce probleme est la somme des solutions particulieres de rang n,

est:

et s’écrit sous la forme :

- g
v(x,t) = Z sin ? (A, cos @t + B, sinm,t)

ou les A, et B, sont des constantes (incluant donc B{) déterminées grace aux conditions
initiales (a t = 0), dites également conditions de Cauchy (cf €q. 4.2.21). Généralement,
la vitesse initiale est supposée nulle (y(x) = 0 = B, = 0), et la condition sur les
déplacements est prise proportionnelle & la déformée statique (@(x) = Cvq(x)). Ce type
de conditions initiales conduit a une solution de la forme :

1) = Z sin nTnxA;l(C,n) COS W, t

n=1
c’est-a-dire définie a une constante multiplicative prés, les modes propres étant également
définis a une constante prés.

Poutre bi-encastrée

Dans le cas ou la poutre est bi-encastrée (figure 4.3.10), les pulsations propres ne
peuvent plus €tre déterminées analytiquement du fait de la relation trigonométrique

qui découle des conditions aux limites cinématiques : coso./ = On considere

coshocl
dans ce cas I’approximation suivante pour n > 3 :
@n+1)n\* [EI ,m2 [EI
®, — -tz — =02n+1)=/ = 4.2.31
" ( 21 os ~ B (4231)

La solution générale des vibrations libres étant connue, un calcul d’analyse modale
permettra, par exemple, de connaitre facilement la réponse de la structure a une solli-
citation générale. Par exemple, si la poutre étudiée est sollicitée en son milieu par une
impulsion, les modes propres pairs ne seront pas “actifs”, car le déplacement résultant

ne pourra €tre qu’impair : pas de point d’inflexion au centre, sous la charge.
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Poutre encastrée-libre - méthode générale

—————— (]

(Lp,E,S,I)

=i

FIGURE 4.2.6 — Poutre droite encastrée-libre en flexion.

Considérons la méme poutre en flexion, mais avec cette fois une extrémité x = 0
encastrée et I’autre extrémité x = [ libre, telle que représentée sur la figure 4.2.6. Dans
ce cas, les conditions aux limites ne sont plus symétriques, ce qui rend le probleme
plus complexe a résoudre.

Cherchons la solution sous la forme classique : v(x,7) = v(x)sin®z¢. Posons le

probleme de flexion propre sous forme adimensionnalisé qui se déduit de 4.2.28a :

g="
v (x) = A*y(x) = 0 avec ! v(x) (4.2.32)

s . 4 3 . .. .
avec comme précédemment A = 0)2% = (02%, la longueur intervenant ici du fait

de I’adimensionnalisation des variables. Comme précédemment, si on cherche des so-

lutions du type y(x) = %, on aboutit 2 I’expression générale déja rencontrée :
y(x) =A;sin(AE) +Ajcos (AE) + Az sinh (AE) + A4 cosh (AE)

J ou en utilisant les fonctions de Ducan
s1(AE) = sin(AE) +sinh (ML)
c1(AE) = cos(AE)+cosh(AL)
s2(AE) = —sin(AE) +sinh (ML)
(AE) = —cos(AE)+cosh(AE)
< Y(x) = Bis1(AE) + Bac1 (AE) 4 B3s2(AE) + Baca (AS)

Les solutions sont alors connues. Traitons par exemple le cas encastré-libre. Les

conditions aux limites cinématiques permettent de résoudre :

en x = 0 encastrement :y(0) =0ety' (0) =0 — By=AB; =0

— 1 bord libre v (1) = 0 et W (1) = sih) - a) B ) _ 0
en x = 1 bord libre :y"(1) =0ety”(1)=0 — [hcl(?‘) st(k)]<34> <O>
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Pour cette derniére condition, la solution A = 0 n’est pas acceptable, car le déplacement
correspondrait a un mouvement de corps rigide. Il faut donc avoir un déterminant nul
pour ce systeme, ce qui conduit a :

51 (Ms2(8) ) =0 —coshi = - !

cosh (4.2.33)

que I’on résout numériquement (figure 4.2.7). On trouve la premiére solution A; =

1,8751 et co% =12, 36T' Quelles que soient les conditions aux limites, on arrive a
une équation de type semblable. Les pulsations propres de la poutre sont présentées

dans le tableau 4.2.2 pour différents cas de conditions aux limites.

191 / cosh(Ax)
08 N
061 N
047 .
021
03 1 2 3 4 5 6
-0.24
047
067
087
21

-cos(Ax)

FIGURE 4.2.7 — Tracés des fonctions utilisées pour résoudre 1’équation 4.2.33
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Pulsation A,
Conditions aux limites
n=1|n=2| n=3 n>3
libre-libre 0 4,730 | 7,853 | (2n—1) % (aprox.)
libre-guidée 0 2,365 | 5,498 | (4n—5)5 (approx.)
libre-articulée 0 3,927 | 7,069 | (4n—3)% (approx.)
guidée-guidée 0 3,142 | 6,283 | (n—1)n (exact)
guidée-articulée 1,561 | 5,712 | 7,854 | 2n—1)3 (exact)
encastrée-libre 1,875 | 4,694 | 7,855 | (2n—1)% (approx.)
bi-articulée 3,142 | 6,283 | 9,425 nw (exact)
encastrée-articulée 3,927 | 7,069 | 10,210 | (4n+1)% (approx.)
encastrée-guidée 2,365 | 5,498 | 8,639 | (4n— 1)% (approx.)
bi-encastrée 4,730 | 7,853 | 10,996 | (2n+1) % (approx.)
TABLE 4.2.2 — Pulsations propres de vibrations d’une poutre uniforme pour différentes
y . 5 L El ,EI
conditions aux limites : 07 = A —a = A —s.
pSi e
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Approximation des systémes continus
par des méthodes cinématiques
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Comme nous 1’avons vu dans le chapitre précédent, la résolution analytique des
problemes de vibrations des systemes continus devient vite lourde. Comme dans le
cas de la mécanique des structures classiques, les solutions peuvent étre approchées
de diverses facons. Dans ce chapitre sont présentées quelques unes de ces méthodes,
et notamment la méthode des €léments finis qui est un outil standard du calcul des
structures actuel.

3.1 Méthode de Rayleigh pour les poutres en flexion

pure

Pour obtenir le quotient de Rayleigh (éq. 3.3.2), nous avons écrit le principe de
Rayleigh (éq. 3.3.1) 8 (Tnax), = 0 (Vinax),- Dans le cas de la flexion des poutres, nous

143
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pouvons spécifier le quotient de Rayleigh en partant de 1’énergie cinétique et 1’énergie

de déformation et en y introduisant un champ de déplacement simplifié :

T(V,V) = 5/0 pS\)2 dl et W(V) _ 5/0 El (V//)Z dl

On approche le champ de déplacement avec v(x,#) = v(x) sin (®?). Sur le mode n,
on obtient :

! 2
/ EI (V') dl

0
l

/ p SV dl
0

L’idée est de retenir une fonction approchée pour v, qui est proche de la solution du

®® =

(4.3.34)

probleme, mais qui ne vérifie pas forcément les conditions aux limites cinématiques, et
d’en déduire m,,. L’erreur augmente avec le rang de la pulsation. On utilise généralement
le quotient de Rayleigh pour les premieres pulsations.

Illustrons cette approximation sur le cas de la poutre encastrée-libre (figure 4.2.6).
Choisissons comme fonction approchée : vqp, = a ( 1 —cos 2—7 . Les conditions aux

limites cinématiques sont :

Vapp(0) =0
dVapp
=20
dx |x70

elles sont bien vérifiées par cette approximation, contrairement a la condition dérivant

de la condition de bord libre portant sur I’ effort tranchant qui n’est pas vérifiée (d;;‘;"” |y—1 7
0). Mais ce n’est pas essentiel, cela implique simplement que I’approximation sera
meilleure quand les conditions aux bords seront vérifiées. Car encore une fois, I’intérét
de cette méthode, comme dans les systemes discrets, est qu’une erreur du premier
ordre sur I’approximation du mode induit une erreur du second ordre sur la pulsation.

On vérifie en effet que dans notre cas la pulsation est :

~ 1,914* |EI
0 =

12 pS

la solution “exacte” (tableau 4.2.2 page 141) étant 1,875. Comme dans le cas de
la recherche itérative mise en ceuvre au §3.1.1, cette approximation est une borne
supérieure. On prend généralement comme approximation la déformée statique lors-
qu’elle est connue. Sinon des polyndmes peuvent étre utilisés, mais les calculs s’alour-
dissent rapidement avec le degré des polynomes. Pour remédier a ces calculs on peut
utiliser plusieurs fonctions linéaires ou polyndmes de faible degrés. Cette méthode est

alors appelée méthode de Rayleigh-Ritz, elle est présentée ci-apres.
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3.2 Meéthode de Rayleigh-Ritz

Lutilisation de la méthode de Ritz, c’est-a-dire d’une approximation du déplacement
formée a partir de combinaisons linéaires de fonctions d’une base de Ritz, pose également
la contrainte que les fonctions de cette base doivent étre cinématiquement admissibles.

Prenons comme approximation :
Vapp(X) =A101(x) + ...+ Andn(x) A eR

ou les A; sont des coefficients réels a déterminer pour chacun des modes, et les ¢;(x)
sont les fonctions de la base de Ritz. En utilisant cette approximation dans le quotient
de Rayleigh (éq. 4.3.34), on forme un systeéme matriciel :

I [ n n
I " "
~ /0 (V ) 0 Li=1 i=j
l ! [ n n
2
L= j=

0] — =
! !
1 ennotantKij:/o E16]97dl et Mij:/o PSSO, dl

n n
& = Y j=1 KijAiA
- n n
Zi:l Zj:l MijAiA

Puisque les pulsations propres réalisent un minimum de la fonction ®?, recherchons

ce minimum :
0w
0A;

2) 5 KA 2 (ZL ZZZIKUA:'AJ) (ZﬁleijAﬁ
Z?:l Z?:lMiinAj <Z:l:1 ijl MiinAi>2

n ~2 n _ L
— Zj:lKijAj_(D ijlMijAj_O aveci=1,...,n

= Y [Kij— @M A;=0

soit det (? — (7)2ﬁ> =0

On arrive finalement a une formulation identique a celle des systemes discrets
lorsque la réponse est recherchée sous la forme d’une harmonique de pulsation ® (éq.
3.2.9). On tire de ce systéme n racines ®”> i = 1,...,n. Le calcul de ces pulsations
()
J
le mode associé, et donc la déformée complete définie a une constante multiplicative

nécessite, pour chacune, le calcul de n x n coefficients A, ce qui permet de déterminer

prés :
Vipp (1) = Y AV 0,(6) = vapp () = Y i) = 1

lAy)%‘ (x)
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Ces approximations sont par exces. Pour augmenter la précision, il faut augmenter le

nombre de fonctions de la base de Ritz.

3.2.1 Poutre encastrée-libre - 2 fonctions de base

Considérons I’exemple de la poutre en flexion encastrée-libre telle que représentée
sur la figure 4.2.6, avec cette fois, pour des raisons de commodité, I’axe des X orienté
vers I’encastrement de la poutre tel que x = [ est I’encastrement de la poutre et x = 0
son extrémité libre. Prenons deux fonctions de base qui vérifient ces conditions aux
limites cinématiques :

X

01(x) = <1 _;)2 92(x) l <1 _;)2 — Vapp(x) = A1 (1 —;>2+A2JI—C (1—%)2

— le calcul des coefficients K;; et M;; donne :

! L/2\? EI
KH:EI/(q)’l’)zdl:El/ 2} ar=4=L
0 o \/ 3

EI

El
Ky =Kp=-245 Kn=4+5
et ;
x\4 pSl
My =pS (1 — —) ai= P!
11=pP 0 ] 3
pSl pSi
My =My = — Moy = —
21 12 30 2= 105
— les matrices correspondantes sont formées, et le calcul du déterminant associé
donne :
EI  _,pS! EI _,pSI
4— —@*—— 22— ot
{ 3 5 3 30 —0
sym 4E1 - a)szl -
y 3 105 (4.3.35)

2
1 - 34 EI ., 3 /[EI
= —PS)?o*——(pS) 5 O+ |5 ] =0
(pS1) a0 P @3\ B
— les pulsations propres sont les racines de cette équation du second degré en ®?
et s’expriment finalement :

El

0)% = 12,6OpSl4 valeur “exacte” (tableau 4.2.2 page 141) : 12,30

EI
0)% = 1212m valeur “exacte” (tableau 4.2.2 page 141) : 483 — MAUVAIS

Seule la premiere pulsation est correctement approchée. Pour augmenter la
précision de ces approximations, il faut augmenter le nombre de fonctions de

base
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3.2.2 Poutre encastrée-libre - 6 fonctions de base

Les calculs deviennent plus lourds, mais cette fois, les pulsations sont correctement
approchées jusqu’au rang 4. Considérons les fonctions de base suivantes :

¢1(x)=(1—’76)2

¢2(x)=§(1—§>2

o= (1-5)5(1-2)

= (G-3)(r-a)1 0

sr=(i-5) (-2) (-3)30-1)

o= (i50) (-3) G-5) G830 )

d’ou I'on tire le systeme carré 6 x 6 a résoudre, et donc les six premieres pulsations
propres (tableau 4.3.3).

approché | “exact”

2 % 12,36 12,36
W/ e | 486 485
w3/ sem | 3781 3801

/55 | 16507 | 14617

w3/ Ssm | S1791 | 39944

wg/ e | 1030684 | 173 881

TABLE 4.3.3 — Pulsations propres approchées d’une poutre droite en flexion encastré-

libre par une méthode de Rayleigh-Ritz avec six fonctions de base.

3.3 La méthode des éléments finis en dynamique des

poutres

Nous nous restreignons ici a I’étude des vibrations linéaires des poutres droites a

plans moyens chargées dans ce plan, similaires aux poutres considérées jusqu’a main-

tenant. Une théorie de Bernoulli est considérée dans un but de simplification.
approximation par éléments fini des problemes est largement utilisée en mécanique.
L’intérét de cette méthode de résolution des problemes continus est de permettre de
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donner une signification physique aux inconnues recherchées, contrairement par exemple
aux approximations vues ci-dessus dans lesquelles les inconnues sont coefficients réels
sans sens physique particulier. L’ approximation par éléments fini se base sur la formu-
lation faible du probleme a résoudre. Dans le cas de la mécanique des structures, cette
formulation faible équivaut au Principe des Puissances Virtuelles écrit avec un champ
de déplacement Cinématiquement Admissible a 0, i.e. vérifiant les conditions aux li-
mites cinématiques et dont les déplacements imposés sont annulés, et un champ de
vitesses correspondant vérifiant des déplacements aux instants extrémes nuls (C.1.(0)).
Le PPV est composé ici des termes classiques de puissance virtuelle des efforts intérieurs
(0P, (810)) et de la puissance virtuelle des efforts donnés (82, (di)), auxquels se su-
perpose la puissance virtuelle des efforts d’origine inertielle (8P, (d#)) (4.2.2). La
formulation générale du PPV pour les poutres de type Bernoulli prend la forme clas-

sique, qui se déduit également de I’application du principe d’Hamilton :

8, (S(F,1)) + 8Pony (S(T,1)) = 8 (8ii(R, 1)) ,VOiH(R,1) C.A.(0) — C.L.(0)

(4.3.36)
avec ces 3 termes qui s’expriment :

OPy (Sid(x,1)) = —/Ol {N(x,r)8u (x,1) + T (x,1) &' (x,1) + M (x,1) 8" (x,1 } dl

!
0P, (8ii(x,1)) = /0{cz(x,t)8v/()?,t)+px(x,t)8u()’c’,t)+py(x,t)8v()_c’,t)}dl

+ [Ni(0)Bui(1) + Ti(1)dvile) + Mi(r) V(1) ],

OPcc(Oii(x,t)) = /Ol {pSii(x,1)8u(x,t) + pSii(x,)8v(x,t)+ < pI > V"' (x,1)8v(x,1) } dI

3.3.1 Approximation par éléments finis

Sans entrer dans les détails, I’approximation du probleme par la méthode des éléments
finis consiste a discrétiser le probleme continu. De plus, on procede a la fois a la
discrétisation du domaine géométrique et des variables inconnues recherchées (cf cours
de R.Fortunier dans I’axe Eléments finis & Structures, et cours de W.S.Han dans I’op-
tion CIME). Dans le cas de la dynamique, un découpage en temps est également ef-
fectué.

La discrétisation en espace est illustrée sur la figure 4.3.8. Le méme type de découpage
est réalisé pour le déplacement, grandeur inconnue du probleme. Partant du probleme
continu posé en déplacements, tel que formulé en (4.3.36), le probleme discrétisé est
formulé en introduisant I’approximation du déplacement de tout point (éq. 4.3.37) re-

cherché comme la combinaison des déplacements des sommets (noeuds) des éléments
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utilisés pour la discrétisation spatiale de X(¢). Ainsi, les inconnues représentent les

déplacements des points particuliers sur lesquels s’appuie le découpage géométrique :

Approximation en espace  X(t) = Y7 | N;i(X,1)x;(t)
(4.3.37)
Approximation en déplacement #(¥X,t) = Y7 | Ai(¥,t)qi(1)

FIGURE 4.3.8 — Discrétisation du domaine continu étudié.

La discrétisation en déplacement et en espace est réalisée classiquement. Pour ce
qui est de la résolution en temps, on recourt le plus souvent a une discrétisation de
type différence finie. La résolution du probleme formulé en espace et en temps est
menée soit directement, soit dans 1’espace modal. Dans ce dernier cas, il faut donc
au préalable caractériser les valeurs et vecteurs propres. Généralement, toutes ces ca-
ractéristiques ne sont pas utilisées, en effet le nombre de valeurs propres et de vecteurs
propres d’un systeme est égal a la taille de ce systeme. On utilise un espace de projec-
tion réduit constitué des quelques dizaines, voire quelques centaines, premiers vecteurs
propres. Dans les codes de calculs par éléments finis, la taille de cet espace peut €tre

laissé au choix de 1’utilisateur.

3.3.2 Formulation variationnelle des vibrations libres en flexion

Nous traitons ici le cas des vibrations libres en flexion simple, la puissance virtuelle

des efforts donnés est donc nulle. Dans ce cas, le PPV (éq. 4.3.36) s’écrit :

0P (8ii(X,1))  + OSPuy(8ii(%,1)) = OSPucc(Sii(%,r)) ,VSii(%,r) C.A.(0) — C.L.(0)

7 % ~ /l—’%
=
_ / EN'&dl + 0 — / pSidvdl ,Y8vC.A.(0) — C.1.(0)
0 0
(4.3.38)

La solution v(x,t) est recherchée sous la forme générale :

v(x,1) = V(x)e"™
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 étant inconnue. L’équilibre de la poutre (4.3.38) s’écrit alors de facon découplée en
temps et en espace :

l l .
( / EIV"8V"dl — o’ / pSVSle) 2 — () V8V C.A.(0)—C.L(0) (43.39)
0 0

3.3.3 Calculs des vibrations libres par éléments finis

Nous allons utiliser un élément fini de flexion de type Haute Précision d’Her-
mitte, c’est-a-dire utilisant une interpolation cubique des déplacements faisant inter-
venir comme inconnue nodale la fleche et la rotation des sections (figure 4.3.9). Les
caractéristiques de 1’élément sont sa longueur /¢, son module d’Young E, sa section

transverse constante S, et son moment quadratique de flexion /.
-
Yy
4

(% U2

0;

A k%
v
=y

(I°,E,S,]) 0,

N

v

FIGURE 4.3.9 — Elément de flexion de type Hermitte.

Dans ce cas I’interpolation géométrique N;(x) est directe (linéaire), et I’interpola-

tion en déplacement s’écrit :

V1
4
v(x,1) =< Nj(x), Ao (x), A5 (x), Na (x) > S; e =Y Aj(x)gie
i=1
0,

avec les fonctions d’interpolation établies de maniere classique en posant les condi-

tions sur leur valeur aux 2 noeuds :
x\2 x\3
%) =1-3(5) +2(7)
X x\2 x\3
26 (x) =1 ((z_e) -2() + (%) >
x\?2 x\3
%00 =3 () -2(7)
X\ 2 X\ 3
Ao(x) =1 ((ﬁ) () )
En introduisant cette discrétisation du déplacement dans la puissance virtuelle des

efforts intérieurs 07, et dans la puissance virtuelle des quantités d’accélérations 8P,
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définies en (4.3.38), on obtient les matrices élémentaires de rigidité ([K]¢) et de masse

([M])

4

e e 4 "y
"y sM _ - i e 2i
EIV'8V'dl = /0 EI (; M(x)qf) (,—Z’l %(x)ﬁq]) 2ion gje
¢ .
_ Z?:l Zz}zl q.lg/o EIM”?\G/ dl¢ qu eZlO)t

= () [K]" {8q} e

0

l e ,
0’ /O pSVVAl = —@’LL Tjqf | PSAAGdI Sqje™™

= 02 (g)° [M]" (8q)° e
L’équilibre (4.3.39) étant vérifié pour tout déplacement virtuel élémentaire & (g),
C.A.(0) —C.I.(0), I’équilibre pour un élément s’écrit :
(Kfj — (onfj) q;=0 ,Vq;C.A.—C.I.+ conditions de raccord

On retrouve ici la formulation classique du calcul des valeurs propres, tel que
présenté pour les systemes a n ddl dans la troisieme partie du document de cours.

Tous calculs faits, les matrices élémentaires de raideur et de rigidité s’écrivent :

le
Kiej :EI/O 9\&”9\4-”(”6
12 6/ —12 6l°

. _ EI 4(1€)? —61¢ 2(1°)?
KT = (1¢)3 12 —6l
4(16)2

156 22/ 54  —13/¢

e = mt 4(19)% 131¢ =3(1°)?
420 156 —22/°
4(le>2

A partir des de ces quantités élémentaires, le probléme global est formulé en as-
semblant les diverses contributions des éléments a la rigidité et a la masse globale.

Finalement, la formulation discrétisée du probleme complet est :

(K] - 0*M]) {q} ={0} .V{q}CA.—C.L (4.3.40)

3.3.4 Application aux vibrations libres en flexion simple
Cas bi-encastré avec un élément

Compte-tenu des conditions aux limites (v(x=0) =v; =0,/ (x=0) =0; =0,v(x =
[)=v, =0 (x=1) =0, =0), il n’est pas possible de traiter le cas bi-encastré. La

résolution conduit immédiatement a des déplacements nodaux identiquement nuls.
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Cas appuyé-appuyé avec un élément

Le cas appuyé-appuyé est représenté sur la figure 4.2.5 page 138. Les conditions
aux limites sont v(x =0) =v; =0etv(x=1) = v, = 0. Le probleme a résoudre (4.3.40)
devient alors (/¢ = [ et masse m® =m) :

gl | 4% 27 m | 4% =312

det | — — 0
3 412 420 412
4ET - 0P 2Er y 23
< det 105 140
4E1— 0?3
105

ce qui conduit aux 2 valeurs propres obtenues par éléments finis, 2 comparer aux va-
leurs exactes (éq. 4.2.30) établies précédemment :

~ | EI | EI | EI
0] =2v304/ —5 ~ 10,954/ — valeur exacte 1 ~ 9,874/ —=
mi3 mi3 mi3
~ | EI | EI | EI
0 =2v6304/ — ~ 50,104/ — valeur exacte @, ~ 39,484/ —
mi3 mi3 mi3

De facon classique, plus le rang de la pulsation est élevé, plus I’erreur commise est
importante. L’erreur par rapport a la solution exacte est de 10% pour la premiere pul-
sation et de 21,4% pour la seconde pulsation. On notera que la solution du probleéme
statique, en I’absence de chargement réparti, est cubique (EIV(4) = 0), comme I’inter-
polation du déplacement dans 1’élément fini utilisé ici. Ceci justifie la bonne approxi-

mation du probleme continu avec peu d’éléments finis.

Cas bi-encastré avec 2 éléments

On examine maintenant le cas de la méme poutre bi-encastrée (figure 4.3.10), de

longueur / et de masse m, discrétisée cette fois avec deux éléments.

N
Yy
4
i
! U2
! i 6 1
J 2 2 2 ~
S e I A
' ° - X
A./'/\ 23] U3
N
z 0 03 ™

FIGURE 4.3.10 — Vibrations libres d’une poutre bi-encastrée.

Les caractéristiques des éléments sont donc : longueur [¢ = % et masse m® =

conditions aux limites s’expriment : v(x =0) =v; =0,V (x=0)=0; =0, v(x

Le
)=

7]

m
-
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v3 =0,V (x=1) =03 = 0. L’assemblage du systéme conduit 2 :

12 6F g2 6 o 0 |
497 HBF 97 0 0
I 12412 —6lE+6l¢  HAL 6lf
(1) 4(1°)+4(1°)*  Helf  HJI?
12 e
4197
[ 156 201F 94 HIBIP o o ]
AR A SR ol
ot 156+ 156 —221°+221¢ 34  HABIY v )
420 4(18)2 +4(1)> 1BIF  #B0IAYT 0,
156 #0019 v3 =0
4i507 R
- (4.3.41)

ce qui conduit au systeme 2 X 2 :

EI 24 0 e | 312 0
det | — — o m

(le)3 8(1(3)2 420 8(16)2 =0

Les pulsations propres correspondantes obtenues par éléments finis, a comparer
aux valeurs “exactes” établies précédemment (éq. 4.2.31 page 138) sont :

~ 420 | EI El EI
0 =44/ SER / v ~ 22,734/ e valeur “exacte” : ® ~ 22,37\ / pwel
_ El EI EIl
W = 4204/ —x ~ 81,97/ — valeur “exacte” : @, ~ 61,684/ —x

' ml3 V' mi3 V mil3

soit une erreur de 1,6% sur la premiere pulsation et 24,8% sur la seconde pulsation.

Cas encastré-libre

Une autre application tres simple consiste a résoudre le cas encastré-libre par
éléments finis. La solution peut étre comparée aux diverses approximations cinématiques

présentées dans le cours : Rayleigh, Rayleigh-Ritz, et fonctions de Ducan.

S O O O O O
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A-1.1 Moments et autres caractéristiques du mouve-

ment des corps

On étudie un solide ($) dans son mouvement par rapport au repere de référence
(Ro) (figure A-1.1).

(Ro)
©)

o
v

=l

FIGURE A-1.1 — Solide ()

A-1.1.1 Centre d’inertie

Le centre d’inertie G d’un solide (.§) de masse m est défini par :

mOG = / OP dm en particulier / GP dm=0 (A-1.1)
() ()

A-1.1.2 Tenseur d’inertie d’un ensemble matériel

Le tenseur d’inertie du solide, ou systeme de solides, (.5) est défini par :

I(O,.S).ﬁ:/( )6P/\ (OP Aii)dm (A-1.2)
S

Dans un repere orthonormé, le tenseur d’inertie est représenté par la matrice symétrique
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suivante :

-/ (? +2%)dm —/ xy dm —/ xzdm |
($) ($) ($)

100,5)(r,) = —/(S)xydm /(5)()6 +27)dm —/(S)yzdm (A-1.3)

<4 (Ro)
Oou encore .
Lo —Ixy I,
10,8) gy = | ~To by —hz (A-1.4)
Ixz _Iyz Izz
(Ro)
avec

— L, 1y, et I; les moments d’inertie, respectivement par rapport a I’axe Ox, 2
I’axe (5y et I'axe Oz
— Iy, Iy, et Iy, les produits d’inertie respectivement par rapport aux axes Ox et
6y, 6y et 6z, 6)6 et 5z
Les moments peuvent étre calculés par rapport a un plan de référence, ou bien
encore par rapport a une droite ou a un point de référence. Par rapport a un plan
de référence, les moments d’inertie deviennent, par exemple par rapport au plan yOz
(d’équation x =0) :
1(5/x=0) = /( 5)x2dm

par conséquent le moment d’inertie /I, est :
14(0,5) = /( O D)Am=1($/y=0) +1(5/2=0)

Egalement, le moment d’inertie par rapport a I’origine O du repére (Ro), appelé mo-

ment d’inertie polaire, s’écrit :

Ih(5/0) = /(5)(x2+y2+z2)dm:I(S/x=0)+1(5/y=0)+I(.S/z:0)

- IXX(O75) +Iyy(0a5) +IZZ<075)

= trace(1(0,5))

Le tenseur d’inertie de (S) par rapport a une droite (A) est donné par :

I(S/A) = . [1(0,5).5}
ou # est un vecteur unitaire porté par la droite (A). Partant de cette définition, on peut
définir les axes principaux d’inertie d’un solide (§), tels que dans le repére généré par

ces axes le tenseur d’inertie 7(0,.S) est diagonal. Un tel repere est généré par la base

de vecteurs propres du tenseur d’inertie.
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A-1.1.3 Théoreme de Huygens-Koénigs

Ce théoreme permet d’exprimer, entre autres choses, le tenseur d’inertie 7(0,.5)

d’un solide () de masse M(S) relativement & O, origine du repere (Rp), en fonction

du tenseur d’inertie /(G,.S) du méme solide exprimé par rapport au centre d’inertie G,

appelé tenseur central d’inertie :

2,2
Yo+ —XGYG —XGiG

1(G,S) gy +M(S) | —¥oYe Xg+ig —Yoic (A-1.5)

~N
—~
=
|92
~—
=
N
I

2 2
—XGIG —YGIG XGTY

Cette relation peut également se mettre sous la forme suivante :
= = - 22— - =
1(0,5)=1(G,S5)+M(S5)(0G I1d — 0G ® OG)

Par exemple pour un cas plan tel que décrit dans la figure A-1.2, les moments et
produits d’inertie par rapport a O I’origine du repere s’écrivent en fonction de gran-
deurs exprimées par rapport au centre de gravité G et en fonction de la position de G.

Dans le cas le plus simple, sur 5y par exemple, on a :
Iyy(O,S) = IYY(G75) +M(5)Z2G
1:(0,5) = Iyz(G,S) —M(S)ycze

10(5/0) = I6(G,S) +M(S) - (x5 +y% +22)

<
=

N

FIGURE A-1.2 — Section dans le plan (Oyz) et repere local (GYZ) associé

A-1.1.4 Tenseurs d’inertie pour des géométries courantes

Voici quelques exemples de tenseurs d’inertie pour des solides de géométries cou-

rantes. Pour une barre de masse m et de longueur 2/ dont I’axe est confondu avec I’axe
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= 4& -
O Y 8 Y

Y (RO) (Ro)

=l

FIGURE A-1.3 — Solides courants : barre de masse m et longueur 2/ et disque de masse

m et rayon R

Ox du repere (Rp) et dont le centre de gravité est confondu avec 1’origine du repere
(Ro) (figure A-1.3):

0 0
1(0,barre)gy= | 0 =5 0 (A-1.6)
2
o o M
- 3 diwo)

Pour un disque de masse m et de rayon R dont I’axe de révolution coincide avec

I’axe Oz du repere (Rg) (voir figure A-1.3) :

— mR2 -
— 0 0
2
700 dicone mR?
I(O,dlsque)(RO) = 0 0 (A—1.7)
2
0 0 mRr?
- = (Ro)
et pour un cerceau de méme masse et méme rayon, on a :
1(0,cerceau) g\ = 5 1(0,disque) g (A-1.8)

A-1.2 Cinétique

A-1.2.1 Rappel : torseur cinématique

Comme introduit en début de ce chapitre, un torseur se définit en un point P et
dans un repere (R) par ses éléments de réduction qui sont la résultante et le champ des
moments associé. Le champ de vitesse V(P € §) d’un solide (5) dans son mouvement

par rapport a un repere de référence (Rp) est connu a travers le torseur cinématique
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suivant, d’éléments de réduction Q(S/Ry) et V (P, S /Ry), exprimé au point P de (S) :
Q(S/Ro)

PV, =< . Lo
{ 5}(RS/R0) V(P,S/Ry) = PM ANQ(S/Ry)
(P.S/Ro)

Dans la suite, les torseurs seront supposés exprimés par rapport au repere de référence
du mouvement, ici Ry, et explicités dans ce mé€me repere afin d’alléger les notations.
Si ce torseur est transporté au point A, la résultante reste inchangée mais le moment

résultant devient :

—

V(A,S/Ro) =V (P,S/Ro) +AP AQ(S/Ro)

Remarque Les mémes définitions s’appliquent aux champs de vecteurs définis en tout

point M du domaine. Si (S5 /Ry) est une densité vectorielle volumique, on aura

/S B(M € 5/Ry)dS

(VS = _ —
{V5} (p.s/mo) /PM/\Q(M € 5/Ro)dS
S

(va/R0>

A-1.2.2 Torseur cinétique

Les éléments de réduction (composantes) du torseur cinétique, aussi appelé torseur
des quantités de mouvement, dans le mouvement du systeme (§) par rapport au repére
de référence (Ry), sont définis de la maniére suivante au point A quelconque (A-1.9).
La résultante est appelée quantité de mouvement ou résultante cinétique, et le moment

est appelé moment cinétique :

C(S/Ro) = /(S)V(PES/RO)dm

{CS}(A,_s/RO) = (A-1.9)

H(A,S/R)) — /A*P/\V(PGS/RO)dm
(5) (A.S/R0)

ou V(P € S/Ro) désigne la densité massique de vitesse au point P, appartenant au
solide (S), dans son mouvement par rapport au référentiel (Rp). En se placant en un
point A du repere (Ry), et en introduisant le repére central d’inertie (Rg) dont 1’origine
est G et dont les axes sont colinéaires aux axes de base du repere (Ry), i.e. Q(Rg/Ro) =

0, les éléments de réduction du torseur cinétique deviennent :

C(S/Ry) = MV(GeS/Ry)

G usim =\ Ba.5/Ry) = H(G.S/Re)+AGA M(S)V(G e .S/Ro)

(AvS/RO)
(A-1.10)

Cette derniere expression permet de poser que :
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— la quantité de mouvement du systeme est égale a celle du centre d’inertie G
affecté de la masse totale M du systeme,

— le moment cinétique par rapport a un point A est la somme de son moment
cinétique par rapport a G, centre d’inertie, dans le mouvement du systeme
autour de G, et du moment cinétique par rapport a A de la masse totale M(S)
supposée concentrée en G. Cette dernicre propriété découle du théoreme de
Koénig.

A-1.2.3 Energie cinétique
Expressions générales

Par définition 1’énergie cinétique 7'(S/Ro) du systeme (S) par rapport au repere
(Rp) est la quantité suivante :

T(S/Ro) = % /(S)VZ(PES/Ro)dm (A-1.11)

Cette définition s’étend sans difficulté au cas d’un systeme de solides, constitué de
N masses ponctuelles rm situées aux points P, animés de vitesses V (P, € S/Ry) par
rapport au référentiel (Ry) :

N
T(S/Ro) = % Y mV (P € S/Ro) (A-1.12)
k=1

et si le systeme (.§) apparait comme la réunion de plusieurs sous-ensembles disjoints,
tels que (S) =S5 US U...USy, I'énergie totale se déduit des énergies cinétiques des
sous-ensembles :

T(S/Ro) =T (S1/Ro) +T(S2/Ro)+...+T(Sn/Ro)

Expressions par rapport a un point quelconque

Dans le cas d’un systeme solide, le champ de vitesse V(P € .5) estconnu a travers le

(4,5/R)" BN
introduisant, dans la définition générale de 1’énergie cinétique (A-1.11), ’expression

torseur cinématique de (§) dans son mouvement par rapport a (Ry) : { ’V5}

générale du champs de déplacement au sein du solide (.S), on obtient I’expression

suivante de 1’énergie cinétique calculée en un point quelconque P.

T(S/Ro) = % MV2(P < 5/Ro) +2M TV (P € 5/Ro) (8(S/R0) - T(G.5))

+0(S/Ro)- (I(P.5)- (S /R0) )|

Un cas particulier tres utile correspond a un point P fixe. Alors, seule la composante
de rotation dans le mouvement de (S) par rapport a (Rp) est a I’origine de I’existence

de I’énergie cinétique :

To(S/Ro) = 58(5/Ro) - (T(P.5) - B(S/Ro) )
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Expression en fonction du centre d’inertie

L’énergie cinétique peut s’exprimer en fonction de la vitesse du centre d’inertie et
de la rotation du solide (§) dans son mouvement par rapport a (Ryp) :

T(S/Ro) = %MVZ(G € S/Ry)+ %ﬁ(.s/zeo) (1(6.5)-63(5/Ro))

] (A-1.13)
= 5MW(G €S/Ro) + T(S/Ro)
ce qui se met également sous la forme de produits de torseurs :
[ MV(G.S/Ro) Q(S/Ro)
T(S/R)) = =< - . L
(S/Ro) 2 | I(G,S)-Q(S/Ro) V(G,S/Ro)
(G,S/Ro) (G>S/R0)

1
= 5 {CS}(G,s/Ro) ’ { Vs } (G,S/Ro)

Cette derniere expression (A-1.13) correspond a I’application du théoréeme de Koénig
dans le cas de 1’énergie cinétique : 1’énergie cinétique totale du solide § est égale a la
somme de 1’énergie cinétique dans son mouvement autour de son centre d’inertie, et
de I’énergie cinétique développée par la translation de sa masse M totale concentrée
en G.

A-1.3 Dynamique

A-1.3.1 Torseur dynamique

Le torseur dynamique est aussi appelé torseur des quantités d’accélération. 11 est

définit en fonction du champ des accélérations Y(P € S/Ry) de la maniere suivante :

D(S/Ry) = /(5)_7(P€5/Ro)dm

{Ds}as/ro) = (A-1.14)

K(A,5/Ry) = / AP AY(P € S/Ro)dm
S
( ) (A7S/R0)

Le moment dynamique du mouvement de (§) par rapport au repere (Ry), s’exprime
également en tout point A de () en fonction du moment cinétique H(A,S/Ro) définit

précédemment. Pour un solide de masse invariante :

dH(A,S/Ry)

7 +V(A,S/Ry) NC(A,S/Ro) (A-1.15)

K(A,S/Ry) =

Cette expression se simplifie si le point A est fixe par rapport au repere du mouve-
ment (Ry) (V(A,S/Ro) = 0), et donc au centre d’inertie G du systéme, ce torseur des
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quantités d’accélération se simplifie et s’écrit en fonction du torseur cinétique :

. DC(S/R
Bis/ry) = 2B i e s/m)
{@5}(0 S/Ro) — -
’ o DH(G,S/R
K(G,S5/Ry) = (T/O)
(GaS/RO)
(A-1.16)

en notant que la dérivée étant relative au repere du mouvement, pour un solide de masse

volumique variable la dérivée par rapport au temps devient une dérivée particulaire

D

notee D
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A-1.4 Principe Fondamental de la Dynamique

L’énoncé du PFD permet de relier directement I’ensemble des efforts extérieurs

(voir remarque ci-dessous) appliqués 2 un systéme en mouvement {T,,;_, 5}( A,5/®) Par

rapport a un repére (Ry), au torseur des quantités d’accélération galliléennes {’Dg } (AS/R)
de ce systeme :
Principe Fondamental de la Dynamique
{text—s}as/m) = { D5} as/m) (A-1.17)

A-1.4.1 Foreces fictives

Si le repere (Ro) du mouvement n’est pas galliléen ' le torseur des efforts extérieurs
doit inclure les forces dites fictives qui dérivent de la loi de composition des accélérations
et qui peuvent étre classées dans les forces a distances au méme titre que les efforts
volumiques produits par 1’attraction gravitationnelle par exemple.

En effet, le PFD s’énonce en prenant comme accélération I’accélération dite ab-
solue ou accélération galliléenne (V). 1l est donc nécessaire, lorsque le mouvement
n’est pas galliléen, de prendre en compte les forces d’inertie dues a 1’accélération d’en-
trainement (7,) et la force de Coriolis (Y.) qui se déduisent de la loi de composition des

accélérations. Soit le PFD prenant en compte ces forces fictives lorsqu’elles existent :

{Te—s}(6.5/) +{=m7e(G € S/Ro)} +{-mTVe(G € §/Ro)} = {m¥-(G € §/Ro)}
(A-1.18)
Ce systeme d’équations (A-1.18), un peu plus général que le PFD (A-1.17) est

également appelé Equations universelles de I’équilibre et du mouvement.

A-1.4.2 Théoremes de la quantité de mouvement et du moment
cinétique
En se limitant aux cas ou 1’équilibre est considéré en un point fixe par rapport au

repére du mouvement (Ro), le torseur des actions dynamiques { D¢} est directement
égal a la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique (A-1.16).

D
{Text—>5}(A75/g{) = E{CS}(A»S/K) (A—119)

1. des axes de référence galliléens sont définis a une translation rectiligne uniforme pres par rapport
al’'un d’entre eux choisi en particulier
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De plus, pour des systemes (§) de contenu invariable, cette nouvelle forme du
PFD (A-1.19) donne deux équation vectorielles respectivement appelées Théoreme de
la quantité de mouvement (A-1.20-a) et Théoreme du moment cinétique (A-1.20-b).
Comme précédemment, les forces fictives doivent étre introduites dans le torseurs des
actions extérieures si le le repere du mouvement (Rg) n’est pas galliléen. On peut noter
que seul le théoreme du moment cinétique impose que le point auquel il est appliqué
soit fixe par rapport au repere du mouvement, le théoréme de la quantité de mouvement

s’appliquant sur la résultante indépendante du point considéré :

Y Fouos(M) = w (A-1.20a)
Y M(Fouss(M),A) = w (A-1.20b)
(A-1.20c)

A-1.5 Théoreme de I’énergie cinétique

Pour un systeme () constitué de partitions, la puissance totale développée par
ce systeéme dans son mouvement par rapport a un repere de référence (Rp) conduit
a I’expression du théoreme de [’énergie cinétique. En premiere approximation, cette
expression est le PFD en produit avec le champ des vitesses qui regne dans chaque
partition du systeme. On a ainsi un équilibre entre la puissance développée par les
efforts extérieurs P, (S/Ro) et les efforts dérivant de I’énergie cinétique. Les efforts
internes a chaque partition 2,,;(S/Ro) et inter-partitions Py, r¢(S/Ro) étant également
considérés.

Finalement, pour toute partition d’un systeme, la somme des puissances des forces
extérieures au systeme et des forces intérieures relatives a la partition envisagée, dans
le mouvement réel, est égale a la dérivée par rapport au temps de 1’énergie cinétique du
systeme augmentée de la somme des puissances des déformations entre les différentes

parties du systeme :

DT(S/Ro

Pt (S/Ro) + Pt (S /Ro) = Dt ) +Z—{Pdeff(5/R0) (A-1.21)

Dans le mouvement autour du centre d’inertie le théoréme de 1’énergie cinétique s’ap-
plique sans introduire d’autres forces que celles que 1’on doit considérer dans le repere

du mouvement (Ry), i.e. aucune force fictive d’origine inertielle.
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A-1.6 Liens avec le PPV/PTY, et le Principe de Hamil-

ton

On peut aisément remarquer que les différentes formulations connues de 1’équilibre
(PPV/PTYV, Principe de Hamilton, Principe de d’ Alembert, PFD) d’un systeme dérivent
de la méme expression, mais sont utilisées selon que les efforts sont ou non propor-
tionnels au temps, et dépendent ou non du champ de déplacement.

En effet,le théoreme de I’énergie cinétique peut étre vu comme la forme intégrale
scalaire du PFD (A-1.17) : si les équations vectorielles sont toutes identiquement
nulles, leur somme reste nulle. Il suffit de faire “travailler” le PFD dans le champ
cinématique en tout point du solide. Dans le cadre général des solides déformables
(figure A-1.4), on utilise la forme intégrale en espace (sur le solide ($) occupant le
domaine Q et son bord 0Q) incluant I’énergie de déformation ou énergie interne.
Pour la partie inertielle des efforts extérieurs, on utilise 1I’expression du théoreme de
la quantité de mouvement (A-1.20-a) appliqué en tout point M courant du solide, en
intégrant la conservation de la masse. On a alors des grandeurs vectorielles pour les
efforts qui peuvent dépendre du temps, et les tenseurs des contraintes et des vitesses

de déformation sont introduits (cf cours MMC 1A) : (i) est la mesure du champ des

contraintes qui regne dans le solide au point courant M, et E(V) est le tenseur des vi-
tesses de déformations associé. Ces deux grandeurs dépendant du champ des vitesses
V(M,S/R). Le champ de déplacement est supposé cinématiquement admissible a 0

(C.A.(0)), i.e. les déplacements imposés sur d€2, étant annulés :

[ o5 (M.0) VLS /R) A+ [ Rasyyons (M.0) -V (.5 /R) doop

Q oQr
- = DC(M.S/R) - D /. 2
/E(ii) :e<V)dQ:/M-V<M,5/R)dgz/p(M)— (V(m.5/R))" a0
Dt Dt
Q Q Q
(A-1.22)
F(xr)
0, Eg(XF)
/
;2 —— 0QFr
)o—”?]
x Fiixp)

FIGURE A-1.4 — Solide (§) quelconque en équilibre sous 1’action d’efforts extérieurs,

et conditions aux limites associées.



Rappels : Cinétique - Dynamique - Energétique A-13

A-1.6.1 PPV et PTV

A partir de cette expression générale (A-1.22), la correspondance avec le Prin-
cipe des Puissances Virtuelles est direct si I’on remarque que la puissance développée
par les efforts d’origine inertielle s’écrit, en introduisant la définition (A-1.14) de la

résultante dynamique :

/ p(M)I(M,S/R)-V(M,S/R)dS (A-1.23)

avec p(M) la masse volumique dans la partition courante du solide. Alors en prenant le
champ de vitesses réel égal au champ de vitesse virtuel V*(M € §) C.A.(0), on a I’ex-
pression classique de 1’équilibre qui fait intervenir la puissance virtuelle des quantités
d’accélérations P,

acc( *75/R> :
znt( S/R) + fPe*xt( S/R) acc( S/R) (A'124)

avec par définition la puissance virtuelle des efforts internes :

25,0, S/R) =~ [S() € () a2

Q

L’équilibre correspondant a cette équation €tant identiquement nulle, en se restrei-
gnant au cadre des petites perturbations pour des solide a comportement linéaire, et
dans le cas d’efforts extérieurs indépendants du temps, on peut considérer une forme
intégrale dans le temps, faisant intervenir les expressions des travaux et des énergies.
Dans ce cadre les intégrales en temps de ces puissances conduisent aux expressions des
travaux virtuels qui dépendent uniquement du champ de déplacement #* (M) associé a
la vitesse virtuelle V*(M) :

/ ot s (M) - (M, S/R) dQ+ / Tgurfss (M) -u* (M, S/ R ) doop—
BQF

Q
/E(J) ) dQ — /p YM,S/R) - &M, S /R) dQ = 0,¥ it (M) C.A.(0)
Q

(A-1.25)

A-1.6.2 Principe de Hamilton

Les efforts inertiels (A-1.23) peuvent également s’écrire comme la dérivée par rap-
port au temps de 1’énergie cinétique (voir définition (A-1.11)) :

/ (MY, /%) V(M. $/R1dQ= o | [ o720, 5/R)a0 | (A-126
Q
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En utilisant cette expression dans 1’expression de base (A-1.22), on retrouve en
premier lieu le théoreme de I’énergie cinétique. En considérant de plus que les ef-
forts extérieurs agissant sur le solide dérivent d’un potentiel (A-1.27-a), et qu’il existe
€galement un potentiel de déformation duquel dérivent les contraintes qui regnent dans
le domaine (A-1.27-b) :

3V (i) /3—‘; Ry (Ve (i) = T s = —8W(id))  (A-1.27a)
Tw(&) /aa_%” ~ 5@ (w(d)=5(F)F = W)  (A-127b)

en utilisant la nouvelle forme pour la puissance d’origine inertielle (A-1.26), on peut
exprimer entierement 1’égalité (A-1.22) sous la forme de la variation d’une fonction-
nelle composée des potentiels ci-dessus (A-1.27) et de 1’énergie cinétique (A-1.11). En
notant que les efforts extérieurs peuvent dépendre du temps, une formulation intégrale
de cette fonctionnelle rend compte du bilan énergétique entre 2 instants #; et #,. Une
condition supplémentaire de minimisation de cette fonctionnelle consiste a annuler
le champ de déplacement aux bornes de I'intégrale (voir Annexes - eq. A-3.43). Ceci

est réalisé en espace car le champ est C.A.(0), par contre en temps il faut I’'imposer
5\7(1“1) = 8\7(2‘2) =0:

S ( /: (T (V) = Ve (1) — w(ﬁ))dt) —=0,ViiC.A.(0)etdV(r;) = §¥(r) =0 (A-1.28)
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Transformée de Laplace
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Cette opérateur permet de transformer un probleme différentiel linéaire en un probleme
algébrique. Dans I’espace des transformées, la résolution de ce probleme linéaire peut
étre conduite. La transformée inverse permet ensuite de revenir a ’espace d’origine.
Cette dernicre opération est facilitée lorsque la solution est décomposée en trans-
formées élémentaires, de facon a identifier les transformées inverses de base connues,

données dans la table suivante (A-2.1).

A-2.1 Définition

Soit une fonction f(¢) de la variable réelle 7, définie pour # > 0. On lui fait corres-
pondre la fonction F(s) de la variable complexe s, appelée transformée de Laplace, et
définie par :

F(s) = /0 et {1y di = LIf(1)) (A-2.29)

Pour que cette transformée existe, 1’intégrale doit converger. Cette condition est réalisée
lorsque R(s) > oo appelée abscisse de convergence, ce qui est vérifié pour les fonctions

usuellement rencontrées en dynamique.

A-15
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A-2.2 Linéarité
C’est une des propriétés fondamentales : la transformée de Laplace est linéaire
LMfi+hfr) =ML(fi) +ML(f) (A-2.30)

Exemples de transformations de fonctions particulieres

— fO)=A=C" ~ F(5) =2

— f(t) = E(t — a) (Heaviside) ~~ F(s) = e
— () =E(t—a)—E(t—b) — #
S f(t):A:CSte WF(S):%
— f(r)=e"reC ~ F(s)= —
r=a+i ,0aceR PR
A 1
L(e“ ) =t
conséquences . ..
_ _ePye® s
— f(t) = cos(r) = — (s) = m
Bt _ a—iPt
—f@ﬂﬂ%zii?—wﬂwigﬁ
— f(t) =Acos(Bt) +Bsin(Br) ~» F(s) = 12;%];?
Als—0) +

— f(t) =e% (Acos(Bt) + Bsin(Br)) ~ F(s) = (5 a) 1 B2

A-2.3 Premier groupe de propriétés fonctionnelles

A-2.3.1 Transformée de Laplace des dérivées successives de f(¢)

L(f'(1)) = sF(s)—f(0)

L(f (1) = s*F(s)—sf(0)—f(0)
(A-2.31)

S"F(s) ="~ f(0) =" 2f(0) — - — f"=1(0)

=~
TN
~
PEN
S
—
-~
N——
~—
I



Transformée de Laplace A-17

Exemples : Résoudre

e +3¢'+2 = 0
(A-2.32)
€ +3¢+2¢ = 4cost

Vérifier

L ( [Otf(u)du) = @ - %/Ot f(u)du (A-2.33)

A-2.4 Second groupe de propriétés fonctionnelles

A-2.4.1 Théoreme du retard

L(E(t—a)f(t—a)) =€ “F(s)

(A-2.34)
L (eM f(t)) — F(s—2)
A-2.4.2 Théoreme de composition
Soit g(¢) le produit de convolution f(¢) * f>(¢) ainsi défini
g(1) = f1(t) * f2(zt) / ft=1)fa(t)dr
(A-2.35)
L(fi(1) % f2(2)) = Fi(s)-Fa(s)
Application
Avec fi(t) = f2(t) = 1, on trouve :
1
f)=1 = Fs)=
(A-2.36)

Exemple

Résoudre de 2 facons différentes :£” +€ = t, = 2, = sin(wt), = e’
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A-2.4.3 Distribution de Dirac

0 pour ¢t <0

8(1)={ +oo pour =0 (A-2.37)

0 pour ¢ >0

Propriétés
b 1sia < Oethb >0
/ 8(¢) dr (A-2.38)
a Osiab =0
b
/ 8() dt = E(1)
t
/ 8(t —a)di = E(t —a)

e —1)8(t) dr = f(1) = /0 "S(— 1) f(7) dn

0

f(t)x8(t) = f(¢) — d(t) est élément neutre du produit de convolution < L(8(r)) =1
(A-2.39)
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f(t) F(s) = L(f(2)) f(t) F(s) = L(f(t)) f(t) F(s) = L(f(?))
1 s n!
1 — h wr thedt
S cos P (s—a)™!
t z sinh @t ® (1+ar)e” >
SZ SZ _ 0)2 (S - a)Z
n! ®? 52— m?
" —_— 1 —cosmt tcosmt 5
Sn+1 s (SZ + (02) (S2 4+ 0)2)
1 ®? 20
e coshor — 1 5 f sin ©¢ —SZ
s—a 5 (52 — @?) (s +?)
erlt _ e)’zl‘ 1 T
e % cos ot a +2a NG VT
ri—ry | (s—ri)(s—n) (s+a)”+o? 25/
0) 1 T
cos ¢ 5 5 5 e % sin ot 5 — £
s+ o (s+a)” + w? Vi V'S
sin ©f 9 re! ! d(1) 1
52 + (1)2 (S . a)2

TABLE A-2.1 — Table des transformées de Laplace élémentaires
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Calcul des variations
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A-3.5Cas d’une fonctionnelle faisant intervenir des dérivées en temps
ELENESPACE « v« v v v v v v o o st et et et e e e A-24

A-3.6Remarque : Indépendance des formes de y dans la fonctionnelle 7 A-25

A-3.1 Extréemum d’une intégrale
On cherche I’extrémum d’une intégrale de la forme :
1(y(x)) = / " @(y,y/ x)dx (A-3.40)
xq
avec comme conditions aux limites y(x;) =0 et y(x2) = 0.

On cherche parmi toutes les fonctions y(x) possibles, celles qui conduisent a une
valeur extrémale de 7(y(x)). On note y(x) la famille des fonctions qui réalisent cet
extrémum. On peut exprimer toutes les fonctions possibles y(x) en fonction des y(x),

modulo une famille de fonctions arbitraires n(x) :

¥(x) = y(x) + om(x) (A-3.41)

ou Ot est une constante.
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On voit clairement que la fonctionnelle / réalise un minimum lorsque la valeur
induite par la partie arbitraire 1 (x) de y(x) est nulle. Dit autrement, la fonctionnelle
Y(a) =I(y(x)+om(x)) vérifie 'inégalité :

P(0) < ¥(a) (A-3.42)

pour tout o assez petit.

On aura donc un minimum de / losrque o est nul, ou encore la dérivée par rapport

a o est nulle quand o est nul (en réalité tend vers 0) :

81 = W'(0) = {%} | =OetesCL { 28&3 ~ 8 (A-3.43)

On définit ainsi la notion de variation, et on peut réécrire y(x) = y+ 8y(x). En
introduisant cette notation, on peut désormais utiliser le formalisme habituel du cal-
cul différentiel (A-3.44) ou Oy est associé a y mais n’est pas sa différentielle ; elle
représente une famille de fonctions proches (voir figure A-3.1). Finalement, le calcul
des variations de 1’intégrale permet de rechercher ”simplement” une fonction dont la

forme conduit a réaliser un extrémum sur 1’intervalle donné.

1 / af of
f=-k(y*+y?)=3(f) = =dy+-=8
P )= 8(f) dy ay’ (A-3.44)
= k(y8y+y'8y)
— dy est un accroissement corres-
pondant a y(x+dx) = y(x) +dy
— Oy est la valeur que prendra une

Y®A gy =pR

fonction voisine, en 1’occurrence

y + Oy, pour une valeur unique de
> la variable x.

A-3.2 Condition d’Euler-Lagrange

En reportant dans I’expression de I (A-3.40), la forme générale des fonctions a
tester (A-3.41), on obtient une forme de I qui peut tre développée selon le théoreme
de Taylor-Mac Laurin en supposant que y et Y sont des fonctions indépendantes (voir
A-3.6) :

X2
/q>(y+5y,y’+5y’,x)dx =/
X1 X

A2

D(y,y , x)dx + (X/

X1

© (9 9P
{gmxwa—y,n ()| dx

1

<1y = 1(y) + I(y,dy)
(A-3.45)

+T.0.S.
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avec le dernier terme 0/ qui est appelé premiére variation de I, et qui peut se réécrire

par intégration par parties en fonction des conditions aux limites :

b od
5 = /XI {a—8y+a,5y]dx

0d d 9P od *2
= /[ [a—y‘aﬂ””“{ayf“@]

X1

(A-3.46)

avec les conditions aux limites précisées en (A-3.43), pour que I (y(x)) soit extrémum,

il est nécessaire et suffisant que &/ soit nul en tout point du domaine, donc :

0P d 0P
— — —— =0 (Condition d’Euler- Lagrange) (A-3.47)
dy dxody

A-3.3 Cas ou la dérivée seconde intervient

1((x)) = / P o(y,y, " x)dx (A-3.48)

aprés 2 intégrations par parties successives, on obtient la forme suivante de la premiere

variation de o/ :

% (9D d oD 9D
5= . (a—y—d—xa—y/) Sy"”“[a—yf“@}xl
v d? 9P op , 17 d 0P 2
+/x1 gt {W” (x)] s [awn(x)}

X1 X1

_ /X2 a;()_iag+d_28£ Sydx + 82_182 Sy + 86135
Jy \ 9y dxoy = dx?9dy’ e dy  dxay’ 8 S

=0

X2

(A-3.49)
ce qui conduit a la condition d’Euler-Lagrange suivante :

0P dod d* 9d
o dnay +WW_O (A-3.50)

et aux conditions aux limites associées :

0b d 0P
a_y/_aw |(x1,X2) =0

oD
W |(x17x2)

(A-3.51)
=0
A-3.4 Importance des conditions aux limites

Traitons le cas d’une barre homogene en flexion statique. La forme de 1’énergie de

déformation d’un tel systeme s’écrit sous la forme :

I(y(x)) = /O l (ky”z - 2py) dx (A-3.52)
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Apres intégrations par parties, la premiere variation de I est :

&I (y(x)) = /0 l (k™" —p) Sydx+ [—ky" (x)8y(x) + ky" (x)8)'] f) (A-3.53)

Ainsi, I’extrémum de / conduit a vérifier que cette premicre variation est nulle en
tout point du domaine. On voit que le premier terme de cette expression, qui corres-
pond a la condition d’Euler-Lagrange (A-3.50), est bien nulle en tout point de ]0, ],
par conséquent on a une équation du quatrieme ordre en y a résoudre ce qui implique
la connaissance de 4 conditions aux limites. Comme 1’expression de 8/ doit étre nulle,
les termes de bord doivent donc s’annuler également pour toutes ’fonctions test” dy et
8y’. On a donc les termes de bord, conformément a I’expression générale de (A-3.56),

qui doivent s’annuler :

81 (y(x)) = [—ky"” (x)3y(x) + k" (x)3']

soit au total quatre conditions portant soit sur y”(x) ou y"”(x) ou bien sur la fonction

test dy(x) ou 8y'(x) qui, on le rappelle, sont supposées indépendantes (voir A-3.6).

Il ressort immédiatement de 1I’observation des situations précédentes que le cal-
cul des variations présente la précieuse caractéristique de mettre spontanément en
évidence le nombre exact de conditions aux limites auxquelles il est nécessaire de
satisfaire, ce qui est un élément de contrdle souvent tres précieux dans le traitement de
problémes.”

A-3.5 Cas d’une fonctionnelle faisant intervenir des dérivées

en temps et en espace

Dans le cas du principe d’Hamilton, le lagrangien du systeme fait intervenir des
dépendances en espace et en temps. Nous proposons d’établir la condition de minimi-

sation d’Euler-Lagrange pour ce cas :

15} l
106 = [ ([ @0 0a) (A-3:54

La premiere variation de I est :

15
5100 =[ ([ O st OPoy + Doy Doy lar) i (asss)
1 X1 a a a 8

En effectuant I’intégration par parties en espace,

L (0P 0 (0D od 0 [0d
o) = [7([ {55 (5 ) o5 (5o o) a
oD od
+/tl {a,8y~|—a/5y}2dt
=0
(A-3.56)
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puis I’intégration par parties en temps :

oo - L2562 E )

Lfad. 9 (9D " 9o 11"
—dy—=(==]9 dt —0
“ [ay' ’ ar(ay-') y]xz ! [ay" yH
=0

(A-3.57)

ce qui conduit a la condition de minimisation de d’Euler-Lagrange :

ob 9 [JdD 0 (J0® 0 (0 (oD

5 alar) 5 (5) G 0)) o was

et aux conditions aux limites associées, sachant que le champ virtuel est nul aux ins-
tants ¢ et t», ce qui annule le dernier terme de 1’expression A-3.57 :

0P d (0D "

X1

Si, de plus, des conditions sont imposées sur la valeur de la fonctionnelle a ses
X2
X1’

bornes du type [®(y,y’,y,y,x)y];?, comme c’est la cas par exemple dans les solides de
type barres, cordes, et poutres, pour les efforts et moments terminaux, les conditions

aux limites ci-dessus (A-3.59) sont complétées et deviennent :
0® 0 [JD od 1"
— —= | = —| =0, Wt A-3.60
5 a )5l (A-360)

A-3.6 Remarque : Indépendance des formes de y dans

la fonctionnelle /

Le probléme physique posé avec cette formulation a pour solution la fonction y(x)
dont la dérivée y'(x) dépend, bien évidemment. Quelle est alors I’hypothese, si hy-

pothése il y a, qui permet de supposer que y et ¥ sont indépendantes ?

On étudie maintenant le cas d’une fonctionnelle F' qui dépend de y et d’une autre

forme de y, notée g(y). On a alors la différentielle de la fonctionnelle :

_ OF(y,8(y),x) oF (y,8(y),x) dg(y)

dF
dy dg(y) dy

dy+

dy (A-3.61)

d
si, par exemple, g(y) est la différentielle telle que g(y) = d_y =/, alors la différentielle
X
de F devient :

g = F0E0)) o OF(.80).x) d dy ,

dy dy dy dx

oF (y,8(y),x)
dy

(A-3.62)

X
oF
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par extension, il vient naturellement :

3F(y,g(y),X)8 )

T (A-3.63)

51 = e Xg

dy

Sans supposer aucune indépendance de y(x) et y'(x), on arrive naturellement aux

résultats connus (A-3.46). Il n’y a donc aucune hypothese physique sous jacente, et

cette démarche calculatoire peut s’appliquer de facon systématique a toute fonction-
nelle dépendant de n’importe quelle forme de fonctions.
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