| 'effet d'une structuration spatiale et de la diffusion
sur la performance d'un chemostat

|. HAIDAR

INRA-INRIA-MODEMIC, UMR MISTEA

12 Mai 2011

A. RAPAPORT & F. GERARD

Chemostat
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Un chemostat.




Les modéles
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Figure 1: The set of configurations under investigation.

Résultats
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Figure 2: Best performance




Analyse des trois configurations
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Figure 3: Possible interconnections of a compartment

Hypothéses




Configuration avec un seul compartiment

S = —SX+Sp,—S5S
X = SX—X

L'équilibre non trivial est (1, s;, — 1) sous la condition s;, > 1. Donc
on a

x
Sour = L.

Connection en série de deux compartiments

¢ 1
$1 = —six1+ —(sin— 1)
1 r
)'<1 = S51X1——X1
- " (1)
SO = —SXo+ 1 I’(Sl — 52)
' +— (- )
X = SHX —
| X2 2x2 + 17— X 2
avec r = V1 /V.
Proposition

Pour sj, > 1/r, (1) admet dans le positive quadrant un unique
équilibre globalement exponentiellement stable (s;, x7,s5,x3) . De
plus, on a

S <1< s, >1+1/r.




Connection en série de deux compartiments
Preuve (existence et unicité)
> S+ X = spp, i=1,2.
Sin > % — E1 = (%,S,‘n — %)
(51I7XI>557X5) = (%,Sin - %,Sg*,sin - 55)
(7 =) =s5(sin — )
0(52) = s2(sin — %2) et I(s2) = 7= (% — )
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Graphical determination of s}

Mischaikow, Smith and Thieme

{ z = g(z) (2)
x = f(x,2)
avec x € R" et z € R™. f et g des fonctions locallement
lipshitzienne sur R"*™ et R™, respectivement. Soit E = E, x E,
un domaine borné, invariant par (2) et tel que toute solution z(t)
converge asymptotiquement vers z € E,. Si toute solution du
systéme réduit

x = f(x,2) (3)

converge asymptotiquement vers le méme point critique X € E,,
alors toute solution de (2) dans E est tel que x(t) converge
asyptotiquement vers x ou bien elle est absorbé par OE.




Connection en série de deux compartiments

Preuve (stabilité)
» D =R est invariant par (1).
> Z; :S;n—S,'—X,',i: 1,2.
z = Asz avec Asmatrice de Hurwitz.

» Toute solution de (1) dans D converge exponentiellement vers

K = {(51,X1,52,X2) €D;s;+x1 =5s;,et o+ x0 = S,',«,}

1
1—r
1

= F(s2) = (s~ 2) + T (; — ) ©

(s1(t) = 52) (4)

Sp = —52(5,',7 — Sy — Z2(t)) +

Connection en série de deux compartiments

» (5) admet un unique équilibre s3 € [0, sj5].
» £(0) >0 et f(s;,) <O.

» Toute solution de (5) dans [0, s;,] converge asymptotiquement
vers s;.

» En appliquant le théoréme de Thiéme.

» La matrice Jacobienne de (1) implique la stabilité
exponentielle de |'équilibre non-trivial.
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Simulations numériques
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serial connection

Connection en paralléle de deux compartiments

(. Q d
S1 = —S1x1+ 7(5in —s1) + 7(52 — 51)
. « d
x1 = six1——x1+ —(x —x1)
- 14 d (6)
SO = —SXp+ 1 (Sin — 52) + 1 (s1 — s2)
. 1—« d
X0 = SHXo + (Xl — X2) —+ (X1 — X2)
\ 1 — r ]. —

ou Syu+ est donné par

Sout = as1 + (1 — a)sp.




Connection en paralléle de deux compartiments

» Si d =0 alors s¥ = min(aj, sip)(i = 1,2).
» Sid>0

p2(s1) = s+ g(sin —s1)(s1 — %) :

1—r 1l -«
5 (sin—s2)(82 = T—

)

d1(s2) = s2+

Proposition
Pour sj, > 1 et d > 0, il existe un unique équilibre (s}, x}, s, x3)
de (6) dans R%., ou (s7,s3) est I'unique solution du systéme

s5 = ¢a(sy) et sy = ¢1(s3)

dans (0, sin) % (0, sin), avec x* = sj, — s7(i =1, 2).

Connection en paralléle de deux compartiments

Preuve (existence et unicité)

> ST+ xF =sip(i = 1,2).

>

¢2(s7) = S
¢1(s3) = st
g(s1) = ¢1(92(s1)) — 51 -

g(s1) =0.




Connection en paralléle de deux compartiments

¢1 et ¢o sont toutes les deux concaves.
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Graphical determination of steady states (when a1 < ap < sjp)

Connection en paralléle de deux compartiments

Proposition
Pour tout sj, > 1 et d > 0, toute trajectoire de (6) avec une
condition initiale dans D tel que x1(0) > 0 et x»(0) > 0 converge
exponentiellement vers I'unique équilibre non trivial (s}, x7, s, x3)
donné dans la proposition précédente.
Preuve

» D =R est invariant par (6).

> Z; :Sin—S;—X;,i: 1,2.

z = Apz avec Apmatrice de Hurwitz.

» Toute solution de (6) dans D converge exponentiellement vers

K ={(s1,x1,%,x2) € D;s1 + x1 = sin et 5o + x2 = Sjn}

. d

s1 = si(zi(t) +s1—sin) + a1(sin — s1) + 7(52 — s1)

. d

S = s(z(t)+ s —sin) + ax(sin — s2) + 1= r(51 — )

(7)




Connection en paralléle de deux compartiments

A = [O,S,'n] X [O,S,'n].

s1 = (sin—s1)(a1—s1)+ 4(52 — 51)
" (8)
1— r(s1 - %)

$ = (sihn—)(a2—s)+

> (8) admet deux équilibres, E; = (s}, Sin — 57,53, Sin — S3) et
E> = (Sin, 0, sin, 0)

» F;7 est localement stable et £y est un col.

Connection en paralléle de deux compartiments

> A l'intérieur de A il n'y a pas des orbites périodiques pour (8).
> Les trajectoires de (7) convergent vers E; ou bien elles sont
absorbées par 0A.

» OA — Ep est répulsive pour le systeme globale (6).

V(Xl,XQ) = min(rx1 + (1 — r)X2,X]_)
» Stablité exponentielle de |'équilibre non-trivial

d i (%

_7¢ S
[Ap JO*] with J*:[ 5(1) J o
* 1—r _1—_r¢1(52)




Connection en paralléle de deux compartiments

d— sy, =asi+(1—a)s;

Lemme

0 r—a?
Sout(0) = 1 sin > sj, = rdA=a)
avec s9 € (1,2)
Lemme
Pour s;, > 1, I'équilibre non trivial vérifie

li (d) = i >(d) = i * (d) = 1.
d—l>r—|r—10051( ) d—I>Toosz( ) d—l>r-|r—]ooSOUt( )

Connection en paralléle de deux compartiments

Proposition
Supposant que a1 < .

1 Pour sj, > 2, la fonction d — s}, est décroissante et
sx . > 1 pour tout d > 0.

out

2 Pour sj, < 2, la fonction d > s},, admet un
minimum en un d* < 400 qui est strictement plus
petit que un. De plus, on a

Q100

— = d*>0
Q1 + Q2

Sin >§In:2

avec s;, < min(2, ay).
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Simulations numériques
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Cas de Monod
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Linear and Monod growth functions.




Cas de Monod
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Monod (dashed) and linear (plain)

Conclusion

Pour un chemostat de volume V et pour un débit @ donné, on
montre qu'il existe un s;, seuil tel que au dessus et en dessous de ce
seuil, la configuration en série et en paralléle admet respectivement
la meilleure performance.
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